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1 Einleitung 
1.1 Inhalt 

Sei S ein beschranktes Gebiet im R^, dessen Rand dS in die beiden Komponenten Fi und r2 zerlegt ist. Seien 
ferner e und fi (Dielektrizitat und Permeabilitat) gleichmafiig positiv definite 3x3 Matrizen und N die auiJere 
Normale. Wir betrachten das Maxwellsche Randwertproblem zu gegebenen Feldern J und K Losungen E und 
H der Gleichungen 



rot E + iu)^iH 
rot H — i LjeE 
N AE 
N-E 



J 
K 

in Fi 
in Fa 



zu finden. Um eine Losungstheorie fiir die Maxwellschen Gleichungen aufzubauen, kann man diese in die Theorie 
alternierender Differentialformen beliebigen Ranges in beliebigen Raumdimensionen einbetten: Identifizieren wir 
die Felder E, K, N mit den 1-Formen E := E ■ ds, K := -K ■ ds, N := N ■ ds und H, J mit den 2-Fornien 
H:=H-dF, J := J- dF, wobei 





' dx^ " 




" dx^ A dx^ " 


ds := 


dx2 


, dF:= 


dx^ A dx^ 




dx^ 




dx^ A dx^ 



so erfiillen diese 



dE + iuji^H 
SH + itjeE 

NAE 
N A*E 



J 
K 

in Fi 
in Fa 



(1) 



(positiv definite Matrizen a werden durch die Vorsclirift a{E-ds) — {uE) - ds tax positiv dcfiniten Transformatio- 
nen von Differentialformen). Die auBere Ableitung d bezeichnen wir in Zukunft mit rot, die Koableitung 5 mit 
div. Durch eine geeignete schwache Formulierung lassen sich die Gleichungen in (1) mit Hilbertraummethoden 
behandeln: 

Wir schreiben L2{S) fiir die Menge der (/-Formcn, dcrcn Komponcntcnfunktionen quadratintcgrabcl sind, 
Ll,cr{S) ■■= (J-^l'^LliS) und Ri{S) bzw. fiir die Menge der Formen aus Ll{S), dercn Rotation bzw. 

Divergenz Elemente aus i«+^(S') bzw. L1^^(S) sind. Die Verall gemeinerung der Randbedingmig N A E = 
in Fi bzw. N A *E = in F2 kennzeichnen wir mit cincm oberen Index: R'^'^^{S) bzw. D'^'^'^{S). Geringe 
Voraussetzungen an die Trennmenge Fi n F2 (vgl. Satz 2.20) liefern einen selbstadjungierten Maxwelloperator 



D{M) := i?"'^! ("S") X 
M := 

und die Gleichungen aus (1) gehen iibcr in 

E 



i,r 





i /x~^rot 



M 



H 



E 
H 



'■{S)cLl,{S)xLlJS) 

Miv 




i/x-ij 



Der Maxwelloperator wird vom Raum 



i?9'ri(S')ne-idiv Li9+i.r2(5') x 0'^+^^'^^ (S) D /i-^ot R'}'^^{S) 
und dessen orthogonalem Komplement 



(2) 



(3) 



(4) 



reduziert (der untere Index steht fiir Rotations- bzw. Divergenzfreiheit). Da die Behandlung der durch (4) 
reduzierten Gleichung evident ist, ist vorwiegend der durch (3) reduzierte Maxwelloperator Gegenstand unserer 
Betrachtungen. Fiir einen glatten Rand dS und eine glatte Trennmenge werden wir zeigen, dafi die Einbettimg 



R'i'^'{S)nD'''^^{S)^ LliS) 



(5) 
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kompakt ist. Dieses Ergebnis hat als Konsequenz, dafi die Raume rot R'^'^^{S), div D'^'^^{S) abgeschlossen und 
die Dirichlet-Neumann-Felder 

Rf^iS)nD^,^^^iS) (6) 

endlich dimensional sind. Das Spcktrum dcs Maxwcllopcrators bcstcht dann nur aus isolicrtcn Punktcn in 
R. Dariiber hinaus existiert ein kompakter Losungsoperator, so daS> fiir die Gleichung (2) die Fredholmsche 
Alternative gilt (vgl. [32]). 

Wir wcrdcn die Tangcntialspurcn von Formcn aus R'^{S) untcrsuchen. Schon bekannt ist, dafi im Fallc cincs 
glattcn Gcbictcs S cin lincarcr, stotigcr und surjcktivcr Spuropcrator von R''{S) nach R'^_-^^^{dS), die Mcngc dcr 

Funktionale auf Hy^{dS), deren Tangentialrotation Funktionale aui H^^J^ (dS) sind, existiert. Hierfiir liefern wir 
einen weiteren Beweis. Wir werden fur eine glatte Trennmenge die Existenz eines linearen stetigen Spuroperators 
zcigcn. Lctztcr Raum besteht aus den Einschrankungen der Funktionale aus R'^_^^^{dS) 

&uiHlf^\dS), Elemente aus H'li^{dS), die fast iiberall in r2 verschwinden. Mit einer ahnlichen Technik losen 
wir dann das statische Maxwellsche Problem 

vol E = F,db/ E = G,N hE = X . 

Dualitat liefert entsprechende Rcsultate fiir den Raum D'^{S). 

Im Falle einer leeren Trennmenge lassen sich aus den obigen Aussagen ein linearer stetiger Fortsetzungsoperator 
-^-1/2(^1) ~^ R'^{S) sowie eine Losungstheorie fiir das Problem 

rot £; = F, div £; = G, iV A = A in Fi, AT A = 6* in Fa (7) 

ableiten. 

AbschlicBcnd bctrachtcn wir zwci wcitcrc Problcmc im Zusammcnhang mit wcchsclndcn Randbcdingungcn. 
Zum einen zeigen wir fiir ein glattes Gebiet im R^, dessen Randstiick Fi in K glatte Zusammenhangskompo- 
nenten zerfallt, dafi die Dimension des Raumes (6) fiir g = 1 gerade K — 1 ist. Zum anderen woUen wir die 
Eigenformcn dcs Maxwcllopcrators auf der halben Kreislinie und dem Halbkreis bestimmen und Aussagen iiber 
deren Regularitatseigenschaften machen. 

1.2 Geschichte 

Die Verallgemeinerung der Maxwellgleichungen auf Differentialformen geht auf Weyl [35] zuriick, der mit Inte- 
gralgleichungsmethoden eine Losungstheorie fiir den homogenen isotropen Fall {e = fi= 1) aufstellen konnte. 

In glatten Gebieten folgt die kompakte Einbettung 

n £)«(S') Ll{S) (8) 
mit dem Rellichschen Auswahlsatz aus der stetigen Einbettung 

Ri'9S^S)nD^{S)^ Hi (5) . (9) 
Einen solchen Regularitatsbeweis lieferte Leis in [14] fiir glatte Gebiete im R'^. 

Fur die auf Differentialformen verallgemeinerten Maxwellgleichungen konnte Week in [31], [32] eine grofie Klasse 

von nicht glatten Gebieten (verallgemeinerte Kcgclgcbiete) angeben, in dcncn die Einbettung (8) kompakt ist. 
Er behandelte den inhomogenen anisotropen Fall (e und ji geeignete Transformationen von Differentialformen) 
mittels einer voUstandigen Induktion iiber die Raumdimension. Dabei zeigte er auch die Unabhangigkeit der 
kompakten Einbettung von e und /x. 

Ein Beweis fiir Gebiete im R'^ mit der eingeschrankten Kegeleigenschaft wurde von Weber in [29] gefiihrt. Die 
Voraussetzungen an das Gebiet wurden lediglich fiir die Existenz eines Calderonschen Fortsetzungsoperators 
H2{S) nach _ff2(R^) benotigt, um dann (auf Fclder aus Vi?2 ) den Rellichschen Auswahlsatz anzuwendcn. 
Witsch ersetzte in [36] diese Kombination, Fortsetzungsoperator und kompakte Einbettung, durch einen kom- 
pakten Fortsetzungsoperator H2{S) nach Hi{R.^), fiir dessen Existenz er die Voraussetzungen in [29] weiter zu 
p-cusp Gebieten mit p < 2 abschwachen konnte. 

Einen elementaren Beweis brachte Picard in [20] im Fall der Weylschen Verallgemeinerung fiir Lipschitz-Gebiete, 
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eine grofiere Menge, als die dcr Gcbiete mit der eingeschrankten Kcgclcigcnschaft. Nachdem er die Unabhangig- 
keit der kompakten Einbettung von Lipschitz-Transformationen gozcigt hatte, lokalisierte er das Problem und 
konntc cs dann auf die Einheitskugcl iibcrtragcn. Dort fiihrtcn schon bckanntc Rcsultatc zuni Zicl. 
Eine Vereinfachung des Beweises aus [32] wurde in [21] fiir 5 C gefiihrt. Dariiber hinaus wurde durch einen 
anderen Induktionsanfang die Klasse der Gebiete mit kompakter Einbettung (8) nochmals erweitert. Dies fiihrte 
unter anderem zu Tcilmcngcn aus R'^, die lokal Lipschitz-homoomorph zu Gcbieten sind, die aus endlich vielen 
Zusammenhangskomponcntcn von p-cusp's, p < 2 oder Kegelspitzen bcstehen. 

Spuroperatoren R'^{S) R'^-^^2{dS), Fortsetzungssatze und Losungstheorien fiir das statische Problem 

rot E = F , diy E = GmS , N AE = fmdS 

wurden von Georgescu in [8] und von Paquet in [16] fiir Differentialformen auf kompakten glattberandeten 
Mannigfaltigkeiten untersucht. 

Alonso und Valli fanden in [2] einen Weg, den Fortsetzungsoperator fiir Gebiete im R^ durch Losen geeigneter 
Differentialgleichungen herzuleiten. Im Fallc cincr Iccren Trennmengc charakterisierten sie die Tangentialspuren 
der Felder aus ^{S) auf einem Randstiick Fi und brachten eine Losungstheorie fiir das Problem (7). 

Weitere Untersuchungen des statischcn Problems findct man in [13] und [18]. Die hierbei auftretenden harmo- 
nischen Felder wurden in [6], [7] und [15] mit klassischen Methoden behandelt. Fiir nicht glatte Gebiete S hat 
Picard in [17], [19] gezeigt, dai3 sich die Dimensionen der harmonischen Differentialformen oder Neumann-Felder 
(6) im Falle r2 = dS, Fi = und q beliebig durch die Betti-Zahlen des Gebietes ausdriicken lassen; genauer 

<iim{Rl{S)nDf'{S))=0, , 

wobei gerade die q-te Betti Zahl ist. 

Den Fall gemischter Randbedingungen und leerer Trennmenge betrachtete Kress in [12] fiir Gebiete im R^. 

Sarancn untcrsuchtc in [24] die Giitc dcr Losungcn dcr Maxwcllglcichungcn in Kegelspitzen, indcm cr nach 
den Eigenformen auf dem Kegeldeckel entwickelte und die Koeffizienten untcrsuchtc . Hierbei benutzte er die 
Resultate aus [32]. 

1.3 Vorgehensweise 

In Kapitel 2 werden wir zunachst grundlegende Bezeichnungen einfiihren und cinige Werkzeuge fiir dcrcn An- 
wendung bereitstellen. Eine besondere Bedeutung kommt hier den Approximationseigenschaften zu. Wahrend 
im Falle homogener Randbedingungen die Segmenteigenschaft geniigt, um die Raume R'^{S) und D'^{S) durch 
glatte Formen anzunahern, miissen wir im Falle wechselnder Randbedingungen zusatzlich ahnliche Voraussct- 
zungen an die Randstiicke Fi oder F2 stellen (Satz 2.20). Dies ist notwendig, um spater auf den Satz von Stokes 
in Lemma 2.22 zugreifen zu konnen. Dieses Lemma liefert ein zweites wichtiges Werkzeug: Mit Hilfe von [33] 
stcllcn wir hier Formeln zur Verfiigung, die den Zusammenhang zwischen der Rotation auf dem Rand und der 
Rotation im Inneren spczicllcr Gebiete, den Kegelspitzen, darlcgcn. 

Nach diesen Vorbereitungen zeigen wir in Kapitel 3, Satz 3.2 fiir einen glattcn Rand dS und eine glatte Trenn- 
menge die Kompaktheit der Einbettung in (5). Den Beweis, fiihren wir wie in [21] (vgl. auch [32] und [31]) per 
Induktion fiber die Raumdimension: Gilt die kompaktc Einbettung, so konnen wir nach Eigenformen cntwickcln. 
Aus diesem Entwicklungsresultat in {N — l)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten folgt schliei31ich die kompaktc 
Einbettung in A/^-dimensionalen Gebieten mit glattem Rand und glatter Trennmenge. Bei diesem Dimensions- 
sprung kommen uns die oben erwahnten Hilfsmittel zugute. 

In Kapitel 4 werden wir einen Rcgularitatssatz fiir Formen herleiten. Hier halten wir uns im wesentlichcn an den 
Beweis aus [30] und modifizieren diesen an den Stellen, an denen von der speziellen Situation im R^ Gebrauch 
gemacht wird. Dazu benutzen wir eine Spiegelungstechnik wie in [34] . 

Mit Hilfe dieses Regularitatsresultates werden wir in den folgenden beiden Kapiteln Satze iiber Spuren, Fort- 
setzungen (Kapitel 5) und Losungstheorie zum statischcn Maxwellproblem mit homogenen Randbedingungen 
(Kapitel 6) bcwciscn. Die hier angewandte Technik basiert auf der Formulierung geeigneter kocrzitiver Hilbert- 

raumprobleme und gcht auf [2] zuriick. 

Um in Kapitel 7 fiir q = 1 die Dimension, der im Falle wechselnder Randbedingungen auftretenden Dirichlet- 
Neumann-Felder (6) zu bestimmen, verallgemeinern wir die Methode aus [18]. 

In Kapitel 8 berechnen wir zunachst fiir die halbe Kreislinie die Eigenformen des Maxwelloperators. Mit Hilfe 
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des Entwicklungsresultates aus Kapitel 3 konnen wir die Eigenformen fiir den Halbkreis nach diesen entwickeln. 
Die KoefSzienten dieser Entwicklung erfiillen dann die Besselsche Differentialgleichung, iiber deren Losungen, 
die Besselfunktionen, viele Arbeiten verfafit wurden. Im Falle homogener Randbedingungen wurde ein ahnliches 
Verfahren in [24] angewandt. 

2 Vorbereitung 
2.1 Bezeichnungen 

Mit R bzw. C bezeichnen wir die Menge der reellen bzw. komplexen Zahlen, mit N die Menge der natiirlichen 
Zahlen ohne 0. Fiir komplexe Zahlen z ist z die Konjugation. Die imaginare Einheit nennen wir i . Falls U eine 
Menge und n eine natiirliche Zahl ist, definieren wir rekursiv := U, := J/""^ x U . Fiir die Normen in 
R^ und schreiben wir | • |. 

Sind U^V Tcilmcngcn cincs metrischen Raumes (X, d), so ist U der Abschlufi und dU der Rand von U. Ist 
nicht klar, beziiglich welcher Metrik der Abschlufi zu bilden ist, versehen wir U mit einem oberen Index d. Wir 
sagen U GdV, wenn U kompakt und U C V gilt. Die Abstandsfunktion bezeichnen wir mit dist und setzen 
dist {U, 0) := 00. 

Fiir zwei Mengen U, V ist J-{U, V) die Menge aller Abbildungen /, deren Definitionsbereich D{f) U ist, 
und deren Wertebereich R{f) in V liegt; A''(/) ist der NuUraum. Gilt U' C U, so bezeichnen wir mit /|^, die 
Einschrankung von / auf U' . Wir schreiben supp / fiir den Trager einer komplexwertigen Funktion /. Fiir 
G C R''^, G offen definieren wir weiter 

Coo {G) Raum der unendlich oft differenzierbaren komplexwertigen Funk- 

tionen 

C^{G) := e Coo(G) I supp ^ CC G} 

CUG) ■■= Wi^mit^eCooi^'')} 

Lp{G) Raum der Aquivalenzklasscn aller Lcbcsguc mciSbarcn Funk- 

tionen / mit ||/||i^(G) := (/g |/(a;)|Pdx) Vp < ^, p = 1,2 
<f,9>L2{G) ■■= /g /(a;)5(a;)dx 

Hm{G) Sobolevraume (siehe [37, Definition 3.1]) mit Norm 

\\-\\H^iG)- 

Wir schreiben Hi(SH2 fiir die orthogonalc Summc zwcicr Unterraumc Hi, H2 eines Hilbcrtraumcs. Dor zu cincm 
linearen Operator A adjungierte Operator ist A* . Haben wir in einem Raum H ein Skalarprodukt < •, • >h 
erklart, so setzen wir \\x\\h '■= (< x,x >h)^/^ fiir x G H. Die Dimension eines Vektorraumes V ist dimF. 

Mit c bezeichnen wir Konstanten, die sich im Laufe eines Beweises andern konnen, deren Anderungen aber 
unabhangig von aus dem Kontext ersichtlichen Eigenschaften sind. 

Elemente (ii, ■•■,!,) € {1,---,A''}' mit ik ^ ii im k ^ I nennen wir Multiindizes der Lange |/| := q. Gilt 
ii < ■ ■ ■ < iq fiir cinen Multiindex / = • • • , ig), so ist dieser geordnet. Die Menge der gcordneten Multiindizes 
bezeichnen wir mit S{q, N) und sagen j € /, falls j G {ii, • • • , iq} =: I, j ^ I entsprechend. Im ersten Fall 
ist I — j =: {ii, ■ ■ - iq-i) der geordnete Multiindex der Lange 9 — 1 mit ■ ■ -iq-ijj} = I, im zweiten Fall 
schreiben wir I+j =: (ii, • • • iq+i) fiir den geordneten Multiindex der Lange q+1 mit {ii, ■ ■ ■ iq^i}\{j} — X. Fiir 
einen ungeordneten Multiindex I schreiben wir cr(J) fiir das Vorzeichen der Permutation, welche die Ordnung 
wiederherstellt. Somit gilt fiir Multiindizes I der Lange p und J der Lange q 

a{I,J) = {-ira{J,I) , 

wobei 

I,J := {I,J):={ii,---,ip,ji,---,jq) 
fiir 1= {ii,---,ip) , J = {ji,---,jq) 

fiir die Konkatenation von / und J steht. Wir bezeichnen mit J die Abbildung, die einen ungeordneten Mul- 
tiindex sortiert und mit /' den Multiindex, der die Gleichung J{I, I') = {!,■ ■ ■ ,N) erfiillt. Natiirliche Zahlen 
woUen wir mit Multiindizes der Lange 1 identifizieren. 

Fiihren wir die Vorzeichen der "Divergenz" (siehe (46) und Seite 6) und von in den Raumdimensionen N 
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und N — 1 ein durch 



so gelten 



a, := {-1)^,-1) , := (_i)(iv-i)(,-i) ^ 

Kg := (-1)9(^-9) , := (-1)9(^-1-9) , 



— Kg , — O'? J Kg — KN-q 

(JN-q = (Jq+1 , Kqaq+1 = (-l)*^ , <Tq(7q+l = (— 1)^ 



aqKq = (-1)^+" 

K',a' entsprechend, und 

= 1 ' ^9'^9 = (-1) 

Das Kronecker-Symbol bezeichnen wir mit 6ij . 



2.2 DifFerentialformen 

Sei in dieser Arbeit stets M eine voUstandige A''-dimensionale reelle differenzierbare Mannigfaltigkeit, versehen 
mit eincr Oricnticrung und Ricmannscher Metrik, kurz Mannigfaltigkeit, und S eine offene Teilmenge mit 
kompaktoni Absclilufi in M. Die folgenden Aussagen entnelimen wir [3] oder [11]. 

Aus den Voraussetzungen an M folgt die Existenz einer Metrik cIm auf M. Wir nennen Paare {V, h) Karten um 
a; in M oder Koordinatenumgebung um wenn V eine offene Umgebung von a; in M ist, und die Abbildung h 
diese Umgebung diffeomorph auf eine offene Teilmenge des abbildet. Wir treffen folgende Konvention: 

Diffeomorphismen V ^ U sind Einschrankungen invertier barer Abbildungen Vq ^ Uq mit Vq,Uo offen, 
VCCVb, C/CCJ7o, die in beiden Richtungen imendlich oft differenzierbar sind. 

Die Tangenten in einem Punkt x an M, die wir als Derivationen aiii Cooi'Ti) (das ist die Menge der reellwertigen 
Funktionen /, die in einer Umgebung U := U{f) C M von m definiert und unendlich oft differenzierbar sind 
) auffassen konnen, spannen einen A''-dimensionalen linearen Raum Tx oder TM^ auf. Fiir x & M bezeichnen 
wir den komplexen Raum der alternierenden kovarianten Tensoren vom Rang q zum Tangentialraum von x 
mit A'^{x) und dcssen Biindcl mit A*(M). Elemente aus A^(M) nennen wir g-Formen oder Formen. Ist g < 
oder q > N, so identifiziercn wir solche mit der NuUabbildung. Auf dem Raum A'(M) ist ein aui3eres Produkt 
A : A^{M) X AP{M) Ai+p{M) (punktweise) erklart mit der Eigenschaft 

/\ $A* = (-l)«f*A$ . 

<s>eAi{M) *eAp(M) 

In eincr Koordinatenumgebung (F, h) um x bilden die Differentiale dh* der Koordinatenfunktionen hi eine Basis 
von A^{x), damit auch von A^{S fl V), und wir konnen in S nV eine Form $ eindeutig darstellen durch 

IeS{q,N) 

mit : U C und dh^ := dh'^ A • • ■ A dh'** fiir / := (zi , • ■ • , ig) . Wcgcn der Anforderungcn an M ist A^ (x) mit 
einer Orientierung und Bilinearform versehen. Fiir eine positiv orientierte Orthonormalbasis {dh* \ i = 1, ■ ■ ■ , N} 
erklaren wir punktweise den Sternoperator mittels 

H-dh-^ = cr(/,/')dl/ . (11) 

Dieser ist unabhangig von der Wahl der Karten und liefert einen Isomorphismus * : A'^{S) — > A^~'^{S) mit den 
Eigenschaften 

$A* = *$A** 

!|c((^$) = * $ 

fiir $ e yl«(S'), * e ^^-'(S*) und (p e A°{S). 

Wir sagen G Cm{S), m S NU {0} U {oo}, wenn fiir eine Karte, dann alle Karten {V, h) die Funktionen (foh~^ 
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in Cm{h{S n V)) liegen. Sind die Komponentenfunktionen einer Form $ in der Darstellung (10) aus Cm{S), so 
schreiben wir $ e C-^(S') und definieren weiter 

CliS) := {$ e C«,(5) I supp $ CC 5} 

1st g = 0, verzichten wir manchmal auf den oberen Index q. 
Die auiJere Ableitung d hat die Eigenschaften 

d($A*) = d$A* + (-!)«$ Ad* (12) 
dd$ = (13) 

fiir alle $ e C9,(S'), * G C^(5') und ist lokal erklart durch 

N 

d$ = ^^j^/dh^Adh^ 

IeS{q,N)j=l 

/eS(g+i,Ar) je/ 

mit dj^i := := d^i{dj) fiir das Differential d und den Tangentialvektor dj mit dhi(9j) = ^ij, $ wie 

in (10). Auf Formcn $ £ Cca(S) wirkt d wie das Differential. Die Koablcitung d := ag * d* hat im Falle einer 
positiv orientierten Orthonormalbasis {dh\ i = 1, - ■ ■ , N} lokal die Darstellung 

= E E^O''^)^i*^+idli' • (15) 

/eS(9-i,Ar)i^/ 

Gilt fur eine Karte {V, h) und Zahlen a^, 6i 

Q := {a; e M I flj < hi{x) < bi , i = 1, - ■ ■ ,N} cV , 

J O 

SO definieren wir fiir $ = $/dh' GC^(M) 



/ $:= / ... / $^(/ii,...,/ijv)dh^--.dh^ (16) 

JQ J ai J aN 



phi pb^ 

IQ 

Ist eine der Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der 1, so ist der Ausdruck 



unabhangig von der Wahl der Karten. Integration iiber Teilmengen von M realisieren wir wie iiblich mit der 

o 

charakteristischen Funktion. Fiir $ eC^~^(Af) gilt 



/ d$ = . (17) 
Jm 



Eine unendlich oft differenzierbare Abbildung t : S <Z M ^ S <Z M induziert eine Abbildung {x G S) 

r* : TM^ TMr(x) 

t I > Tt:t 

mit (T.t)(/) ~t{f0T) . 

Wir bezeichnen den Raum der g-Tupel von Tangentialvektoren aus Tx bzw. TM^ mit bzw. T'^M^ und 
erklaren fiir $ G Ai{S) die Form t*$ G A''{S) durch 

(r*$),(^;) = (r,t;) (18) 
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fiir alle Tangentialvektoren v gT^. Hierbei verstehen wir den Ausdruck r*u komponentenweise. Die Abbildung 
T* : A«(S') hat die Eigenschaften 

T*(p = (f O T 

dr*$ = T*d$ (19) 



4>ec^(S) 



wobei die letzte Aussage nur fiir orientierungserhaltende Diffeomorphismen r gilt. Fiir solche erklaren wir die 
linearen Transformationen e,/U : ^4^(5') A''{S) durch 



e := ex :=e« :=Kg*T**(r*)-i (20) 

fl := ■■= fJ-l ■■= KqT* * (t~^)* * . (21) 

Der Kettenregel entnehmen wir die Eigenschaften 

*er* = r* * (22) 
cfj. = id . 

Lokal wirkt r* in folgender Weise: Bildet r die Koordinatenumgebung V C M diffeomorph auf W C M ab, und 
sind hi :V ^Vi CR^ und Qi : W ^ Wi C R^ die Koordinatenabbildungen, F :Vi Wi, x i-^ g o t o h~''- (x) 
und 

$(w) := ^i{w)dg^ , 

7e5(g,iV) 

w e W^, so gilt fur w e y nach [31] 

T*^v) = Yl E ^^'^)^>7(J)(T(^))a/i^y(/i(t;))dh^ (23) 

IeS{g,N) \J\=g 

diFj{x) := di,Fj,{x)---di^Fi^{x) . 
Fiir Koordinaten ajj = Ti{y) im folgt daraus 

N 

T*dx' = dn (y) = Y ^i^i (yW ■ (24) 



Wir betrachten noch den Spezialfall der Inklusion: 1st dS eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von M, 
so gilt fur die Einbettung 

t : dS ^ M 
X I — > X 

der Satz von Stokes 

. (25) 



/ d$= / 

JS Jdi 



Ids 

Wir benutzen ohne weiteren Kommentar die folgenden Konventionen: 

i) Fiir eine offene Teilmenge Tq von T sei l : Tq ^ T die Inklusion x x. Die Einschrankung i* einer 

Form $ G ^'^(T) auf To bczcichncn wir wicdcr mit $ und bcmcrkcn, dafi die Einschrankung nicht nur mit 
auficrcni Produkt und auficrcr Ablcitung, sondcrn auch mit Stcrnopcrator und Koablcitung tauscht. 

ii) 1st $ G A'^{Tq), Tq G T, so bczcichncn wir die Fortsctzung von $ auf T durch auch wicdcr mit $. 
Gilt in ii) dist (supp $,T \ To) > und gchort $ zu irgcndcincm der im folgenden eingefiihrten Raume von 
g-Formen auf Tq (z.B. $ GC'^(To)), so giU dies auch fiir die Nullfortsetzung ($ eCloi^))- 
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2.3 Geometrische Voraussetzungen 

Bezeichne Un{R) die Kugel um den Nullpunkt des mit Radius R und 

U^{R) := {x G t/jv(i?) I xjv > 0} 

U^{R) := {x e UNiR) \xn <0} 

U°^iR) := {x e UNiR) I ^JV = 0} 

C/^+(i?) := {x e U%{R) I xi > 0} 

?7^-(ii) := {a; e C/^(i?) | a;i < 0} 

:= {x e f/^(ii) I a;i = 0} . 

Die Sphare im R^ mit Radius R nennen wir Sn{R). Im Falle R = l verzichten wir auf die Angabe des Radius. 



Definition 2.1 



i) 1st dS eine {N — l)-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit von M, und existiert umjedes x G dS eine 
"Randkarte", das ist eine Karte {V,h) fiir M mit 

h{x) = 0_ 

h{V) = 

h{dS n = u% 
h{Sc^v) = , 

so nennen wir S glatt. 

ii) Wir sagen S besitzt die Segmenteigenschaft, falls um jedes x G dS eine Karte {V, h) fiir M, ein p G (0, 1) 
und ein Vektor y G R'^ existieren mit 

hiV) = TJ^ 

{UNip)nh{SnV))+Ty C h{S nV) fiir aller G (0,1) . 

Definition 2.2 

Sei (S',ri,r2) C M X M X M. Wir sagen (S',ri,r2) e M{M), falls Ti undT2 relativ offene Teilmengen in dS 
sind und die Eigenschaften 

Ti n r2 = 
dTi=dT2 =: 7 
Ti U r2 U 7 = dS disjunkt 

besitzen. Die Menge 7 nennen wir Trennmenge. 

Definition 2.3 

Sei (6", ri,r2) G ^4{M) und bezeichne 7 die Trennmenge. 

i) Ist S glatt, so heifit (5, ri,r2) Gebiet mit Ubergangsrand. 

ii) Ist zusdtzlich 7 eine {N — 2)-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit von dS, und existiert um jedes 
a; G 7 eine "glatte Ubergangsrandkarte" (V, h) fiir M mit (26) und 

h{T,nv) = u"^- ] 

hiT2nv) = C/°>+ \ (28) 
hi^nv) = c/°'° , J 

so heifit (S',ri,r2) glatt. 

Hi) Ein Gebiet (S*, ri,r2) mit Ubergangsrand heifit S-Gebiet (Segment- Gebiet), wenn fiir ein j G {1,2} und 
um jedes x aus der Trennmenge eine Ubergangsrandkarte (V, /i) mit (26), ein Vektor y G und ein 
p G (0, 1) existieren mit 

{Un{p) n h{Tj n V)) + Ty C h{Tj n V) fur alle r G (0, 1) . (29) 
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Bemerkung 2.4 

Erfiillt {S,Ti,T2) die Bedingungen in Definition 2.3, Hi) mit j = 1 und dem Vektor y, so auch fiirj = 2 mit 
dem Vektor —y. Daher ist die Bezeichnung S-Gebiet unabhdngig von j in (29). 

Wir fassen die oben gemachten Definitionen zusammen und sammeln Eigenschaften der in dieser Arbeit be- 

trachteten Mengen S: 

Um jeden Punkt x € S bzw. y G Ti {i = 1,2) bzw. z S 7 existiert eine Karte (V, h) mit x bzw. y bzw. z &V . 
Wir konnen o.B.d.A. annehmen, daB 95 n V = fur Karten (V, h) nm x & S und 5 n F C 5 U Tj fiir Karten 
um y G Vi gilt. Im ersten Fall nennen wir (V, h) eine interne Karte, im zweiten Fall eine interne Randkarte und 
im dritten Fall {z G 7) eine Ubergangsrandkarte. Letztere beiden nennen wir gemeinsam Randkarten. Da S 
kompakt ist, geniigt eine endliche KoUektion {(Vfe, hk) \ = 1, • • ■ , K} von Karten, um S mit {14 | fc = 1, • • • K} 
zu iibcrdecken. Hierzu sei {^k \ k = 1, - ■ ■ , K} eine untergeordnete Zerlegung der 1. Wir konnen o.B.d.A. weiter 
annehmen, dafi stets 

hk{Vk) = UN {0,1) und supp a ° C Un{0, ^) n hk{S n Vk) (30) 

fiir alle k erfiillt sind. Je nach Regularitat der Geometrie unterscheiden wir drei Typen von Daten: 

i) Glatte Gebiete mit glattem Ubergangsrand: Hier haben die internen Randkarten die Eigenschaft (26) und 
die tibergangsrandkarten die Eigenschaft (28). 

ii) S Gebiete: Interne Randkarten haben die Eigenschaft (26), wahrend tibergangsrandkarten die Eigenschaft 
(29) haben. 

iii) Z-Gebiete (werden in Abschnitt 3 definiert) 

iv) Gebiete, an deren Rand wir keine Voraussetzungen stellen mochten: Von den Karten (V, h) fordern wir 
ledighch h : V ^ Un- 



2.4 Die Sobolevraume i/^ 

Mit den oben erwahnten Karten {Vk, hk), k = 1, - ■ ■ ,K definieren wir fiir m G [0, 00) die Sobolevraume H^{S) 
als die Menge der Formen E e A'i{S) mit 

fc=l IeS(g,N) 

wobei Ef die Komponenten von {h^^)*E bzgl. kartcsischer Koordinaten sind (nach unserer Konvention iden- 
tifizieren wir hier die Form E mit ihrer Einschrankung auf S ClVk). Aus den Transformationssatzen, (23) fiir 
Formen und [37, Satz 4.1] im skalaren Fall, folgt, dafi die Definition unabhangig von der gewahlten Uber- 
deckung ist und verschiedcnc Ubcrdcckungcn aquivalente Normen liefern. Ebenso entnehmen wir (23), dal3 fiir 
einen Diffeomorphismus t : T S und E G H^{S) 

'^'miH^^iS) < l|T*iS||i/^(T) < c\\E\\h.^^s) (32) 

mit von E unabhangigen Konstanten c, c' > erfiillt ist. Die Vollstandigkeit wird ebenso auf H^{S) iibertragen 
wie folgende Aussagen: 

Cl{S)nH?^{S) dicht in {S) (33) 
Clo{S) dicht in If « (5) (34) 

H?n{S) (35) 

hZ~''(S)-^\\E\\hI,{S) (36) 

Wir zeigen nur (33). Zerlegen wir die Form E G H^{S) in J2k=i ^kE, so geniigt es, ^kE durch Elemente aus 
C^{S) n H^{S) zu approximieren, wobei {^^ c Coo(5')} die der Uberdeckung {Vk} untergeordnete Zerlegung 
der 1 ist. Wir setzen U := hk{SnVk). Aus (30) und [37, Satz 3.5] folgt, dafi wir die Komponenten Ej G Hm{U) 
von {h'i.^)*^kE durch Funktionen G Cao{U)riHjn{U) approximieren konnen, deren Trager o.B.d.A. kompakt 
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enthalten ist in Un{1/S) n U. Nach (32) konvergiert die Folge mit := E/G5(q.7V) */dx-^ in H^^{S n Vfe) 
gegen ^kE. Wcgcn der Bemerkung nach unserer Konvention liegen die Nullfortsetzungen der im Raum 
C^{S) n H'i^{S) und approximicrcn S^kE in H^{S). Mit der gleichen Technik folgt die zweite Behauptung aus 
den entsprechenden Aussagen iiber L2. Mit 

II Yl ^^dx^/^ Yl ^^dx^lln-^Ct/) ^ E E li^^^^llLct/) 

JeS{p,N) IeS{q,N) JeS(p,JV) lGS(q,N) 

< c\\ Y Ejd^'WlmiU) 
IeS{q,N) 

fiir Teilmengen [/ C und [37, Lemma 3.2] erhalten wir (35). Analog: (36) 
Wir definieren (vgl. (34)) 

LliS) := H^,{S) 

<E,H>q^s ■■= [ EA*Hmr E,H €Ll{S) . 
Js 

Die Normen in Ll^iS) und Hq{S) sind iiquivalcnt. Nach [32] ist L\{S) ein Hilbertraum. In diesem sind die 
Transformationen ExiMt aus (20), (21) zu einem Diffeomorphismus t : S zulassig: 

Definition 2.5 

Lineare symmetrische gleichmdfiig positiv definite und beschrankte Transformationen auf A'^{x) nennen wir 
zulassig, wenn fiir alle Karten (V, h) um x die Abbildungen cj^j mit 

e{x) Yl ^i{x)dh' = Y ei,j{x)^j{x)dh' (37) 

IeS{q,N) I,JeS{q,N) 

mefibar sind. 



Weitere Eigenschaften iibertragen sich, wenn wir an den Rand starkere Voraussetzungen stellen. Besitzt S 
Segmenteigenschaft, liefert die gleiche Argumentation wie beim Beweis von (33) mit [37, Satz 3.6] 

C^(5) dicht in H^iS) (38) 

und mit [37, Satz 3.7]: 
Lemma 2.6 

Besitze S die Segmenteigenschaft, und sei T off en mit S GC T CG M. Ferner sei $ e H^{T) mit $ = m 
T\S. Dann gilt 



$ei?^(.S) := CUS) 



Mit Hilfe der eingeschrankten "Randkarten" konnen wir den Raum H^{dS) einfiihren. Um Spursatze auf 

DifFerentialformen zu iibertragen, bringen wir die bekannten Spursatze auf eine geeignetere Form. Mit [37, Satz 
8.7] und einem Approximationsargument zcigt man, dafi fiir to G N cin hnearer stetiger Spuroperator 

to : {ue i?™(C/^) I supp u CC t/w(2/3)} 

-^{ve Hrn-i/2{U°N) I supp V CC Un{2/3)} 

existiert mit to^{x') = ^{x' , 0) fiir allc $ C Cm{U^) mit supp $ CC Un{2/3), x' C R^-^ Nach MultipHkation 

o 

mit ip €Coo(f^iv(2/3)), ^ = 1 in Un{1/3) erhalten wir nach [37, Satz 8.8] einen linearen stetigen Fortsetzungs- 
operator 

to ■■ {u e H^_i/2{U%) I supp u CC Un{1/3)} 
-^{vG H^{U^) I supp V CC Un{2/3)} . 
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Es gcltcn ti)to = id unci ia^ ^C\n{Uj^{2/3)) fiir $ eCmiU'^i^/^))- Die letzte Eigenschaft entnimmt man dem 
Bcweis zu [37, Satz 8.8]. Die vorletzte Eigenschaft folgt aus 

f(V'$) = T'(V')f($) 

fiir $ e H^_i/2{U^) mit supp $ CC {7^(1/3), den Spuroperator T und den Fortsetzungsoperator Z aus [37]. 
Wir konnen dann zeigen: 

Lemma 2.7 

Seien S glatt, l die Inklusion dS ^ M und m G N. Dann existiert ein linearer und stetiger Spuroperator 
T : H^{S) ^ Hl_^f^{dS) mit 

i) T$ = fur alle $ G C«,(5) 

m; dT$ = Td$ /ur aHe $ G C«,(5). 

Beweis: ii) folgt aus i), und wegen (38) geniigt es, Linearitat und Stetigkeit fiir Formen $ aus C^(5) zu zeigen. 
1st (V/s, hk) eine "Randkarte " (siehe (30)) fur S, so ist {dS f\Vk,hk) eine Karte fiir dS, wobei 

hk := ohko L b = h'^^thk (39) 

mit t : R^-i ^ R^-^ x {0}, x' ^ (a;', 0). Wir sctzcn 

r$ := . (40) 

Da T linear ist, geniigt es, die Stetigkeit der Abbildung 

$ ^ L*ik^ (41) 

zu untersuchen {^k wie in (30)). Gehort ^fe zu einer internen Karte, brauchen wir nichts zu zeigen. Fiir Randkarten 
folgt aus 

, / _ / dx-^ falls N^I 
~ \ falls N el 

i*f = foi = tof fiir / G Cm{U^) , supp / CC Un{2/3) 
und dem skalaren Spursatz die Stetigkeit von t, aus (39) und (32) die Stetigkeit der Abbildung (41). q.e.d. 
Lemma 2.8 

Fiir m G N existiert ein linearer stetiger Fortsetzungsoperator 

f:Hl_,^^{dS)^Hl{S) 

mit TT = id. 

Beweis: Mit " bezeichnen wir wieder Einschrankungen auf dS bzw. U^. Wie oben folgt aus dem skalaren 
Fortsetzungssatz, dafi die Abbildung 

K 

f := ^T, 

k=l 

fk := KUK^rik 

mit to ^ $/dx-^ := ^ (io$/)dx^ 

IeS{q,N-l) IeS{q,N-l) 

linear und stetig ist. Fiir $ G C^{dS) erhalten wir mit (39) und {toio) = id 

Tfk^ = i*h*MK^Yik^ 

= hii*h{K^r(k^ = (k^ , 

also auch TT^ = $. Aus (33) folgt scliliei31icli die Behauptung. q.e.d. 
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Wir konnen nun den stetigen und linearen Normalenspuroperator 



N:=N<i : H^{S) H^-^^idS) ^^^^ 



E I — > aq*T*E 



mit der stetigen linearen Rechtsinversen 



1/ 

E I )■ Kg*T*E 

definieren. Die damit gemachte Behauptung folgt aus 

*T * *f * If = Kg *Tf * ip = KgK'g_j^ip fiir <p e H^^^^^idS) . 

Fiir E G C^(S) erfiillt der Normalenspuroperator div NE = -Ndiv E: 

div NE = ag_-i^aq *d**T*E 

= C7g_i *Td*E 

= -{-1)^ *T**d*E 

= -Ndiv E (43) 
Testen mit v e T^-^dS liefert T * T = 0. Es folgt 

TN = . (44) 

2.5 Die Raume R^'^ und D*'^ 
Wir betrachten die Abbildungen 



rot : C^^iS) C^+i(5) 
$ ^ d$ 

div : CJ„(5) C^-i(5) 



(45) 

(46) 



Diese erfiiUen fur $ G C^{S), * G C^+^S) nach (12) 

< div * >g,s + < rot * >g+i,s 

= / $ A *crg+i *d**+ / d^A*"* 
Js Js 

= {-ly / ^Ad^^H- / d$A** 
Js Js 

d($ A . (47) 



Fiir einc Tcilmcnge F C dS sei C5c'"('S') die Mcnge der Einschrankungen von Formen aus C^(Af) auf S, dcren 
Trager einen positiven Abstand zu F besitzt. Im Falle {S, Fi, Fa) G M{M) gilt fiir $ G C«^^i (5), * G C^^'^^ (S) 
nach (47) und (17) 

< div * >,,s + < rot $, * >,+i_s= . (48) 

Wir definieren 

(S) := {E G I V /\ < i;, div $ >,,s=< f', $ >,+i,s} 

FeLi+\s)^ect^^-''^(s) 

D'l^^-iS) := {£Gi:i(5)| V /\ <i;,rot$>,,s=<G,$>9-i,s} 

GeLr'(S) seer '•''US) 
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unci sctzen rot E := —F bzw. div E := — G. Als Adjungicrto dcr dicht dcfinicrtcn Opcratorcn — div i , , ^ _ 

bzw. —rot I , ^ sind rot i ^ bzw. div i ^ wohldcfinicrt, und aus (48) foist, dafi dicse zuni einen 

selbst wieder dicht definiert sind und zum anderen kein Konflikt mit den Definitionen (45) bzw. (46) besteht. 
Das gleiche gilt dann auch fiir die Adjungierten, deren Definitionsbereiche wir mit 



D((div I ^, ^ )*) 



D'l'^^iS) := D((rot|^,_,,,^^^^)*) 



rot 
div 



:= (-div I ^, ^ )* 
:= (—rot I , „ )* 



bezeichnen woUen. Die Spezialfalle 

(5,ri,r2) = {s,9,ds) bzw. (5,ri,r2) = {s,ds,9) 

liefern die iiblichen Raume 



i?9(5) := ii^'^S) , D9(5) 
bzw. D«(6') := D«'®(5) , Ri{S) 



Ri^^^iS) , 

und auch hier gilt, dai3 rot |h<,(s) eine Fortsetzung von rot i^g.ri^s, (div analog). Nach den obigen Betrach- 

tungen werden die Raume R'^{S), R''{S), Ri'^^{S) und Ri'^^{S) bzw. D«(5), L^iS), D«'^2(5) und D«'^=(6'), 
versehen mit dem Skalarprodukt 

<E,H>B,',(s) ■■= < E,H >g^s + <'i-ot E,Tot H >g+i^s 
bzw. < E,H >D^^s) ■= < E,H >g^s + < div E, div H >g_i^s , 



zu Hilbertraumen, und es gelten wegen rot | 



1 (S) 



= (rot I „ )** (div analog) 

—R^iS) 



D«(S) 



g+l,ri 

■0 



(5) 



Aus (13), der Definition von 6, (45), (46), (49) und (50) folgt 

Lemma 2.9 

Es gelten die Inklusionen 

rot (5) C i?^+^'^H5) , rot (5) C i?i 
divi?9^r.(5) ^ Dl-^'^^{S) , div bi'^^{S) C -Dg"''^=(5). 

Das Skalarprodukt im Raum i?« [S) fl (5) erklaren wir durch 

< E,H >iiq(^s)nDi(S) '■= 

< E,H >g,s + < rot E, rot H >q+i,s + < div E, div >g-i,5 

Wir definieren noch 



(49) 
(50) 



RliS) 



= {E€ R^iS) I rot = 0} 

= R'''^'{S)nRl{S) 

= {Eg Di{S) I div = 0} 

= Di'^^{S)r)D^{S) 



DliS) 



£>^'^^(5) 



= Ry{S)nRl{S) 

= i?«'i'i(S')ni?;5(5) 

= £)«(5)nD«(5) 

= D9'ri(5)n£)«(5) 



und sammeln weitere Eigenschaften: Fiir (5',ri,r2) G X(M), E G £)«'ri(S') und $ G C^2,Af-«+i(5) ggi^en 
< *£;,div $ >Ar_g,s = / E Adiv ^ = aN-q+i / £ A *rot (*$) 



-aN-(q-l) 



div £ A * * $ 



rot * A . 



Es folgt 



G (S*) 4^ G iJ^-J-ri (5) 
G i?*'^! (5) ^ *Ee (5) ^ 



(51) 
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wobei sich die anderen Behauptungen analog oder durch Anwenden des Sternoperators ergeben. 

Fiir $ e C^{S) und £ Coo{S) konnen wir den Ausdruck rot bilden und erhalten mit (12) 

rot {ip^) = rot A $ + ipvot $ . (52) 
Erfiillt ip{*^) mit geniigend glattcm $ G A'^{S) und (p G Cools') die Formel (52), so gilt 

div {(fi^) = aq* (rot (f A *$) + (pdiv $ . (53) 

Dies impliziert: 
Lemma 2.10 

Seien {S,Ti,T2) G M{M) und ip G C^^^(S). Dann gelten 

rot {ipE) = mi ip f\E + ipnot E 

V Wv^Whs) ^ c||£;||ii,(s) 

c>0 

ii) EgD1'^^{S) ^ <p>E G D'''^^{S) 

div (95 -E) = (Tq * (rot 1^ A *E) + ipdiv E 

V W^EWd^^s) < c\\E\\d,^s) , 

c>0 

wobei die Konstante c nur von den Schranken fiir <p> und den ersten Ableitungen von ip abhdngt. 

Beweis: Um i) zu zeigen, wahlen wir g' G {1, • ■ • , A''}, $ G C9+^(5) und erhalten mit G (S) nach (53) 

< ipE, div $ >g,s = < i^, <^div $ >g,s 

= < div (ip^) >g,s -o-g+i < E, *(rot <^ A *$) >g,s 

= — < rot >q+i,S —(^g+i / -B A * * (rot ip A *$) . 

Das Integral formen wir weiter um: 

/ A * * (rot ip A *$) = Kq E Aiot ip A *^ 
Js Js 

= aq+i <vot^p AE,^ >g+i,S 

Da die Abschatzungen aus (35) und (36) folgen, erhalten wir somit i) fiir alle q. Im zweiten Fall liegt *E nach 
(51) in R^-i''^^{S). Nach i) erfiillt ^^pE = ip*E die Formel (52), und die Behauptung ii) folgt aus (53) und 
(51). q.e.d. 

Besitzt der Trager von E G R'^'^^{S) bzw. E G D'^'^^{S) zusatzlich positiven Abstand zu so konnen wir ein 
X € C^^{S) linden, mit xi^) = 1 fiir a; G supp E. Wegen E = xE in S folgt aus Lemma 2.10: 

Lemma 2.11 

Sei (5, ri,r2) e M{M). Femer besitze der Trager der Form E G R'^-^^{S) bzw. E G D'^'^^[S) einen positiven 
Abstand zum Randstuck Fa. Dann gilt E G i?«'^^(S') bzw. E G L>«'^^(S'). 



Auf H^{S) lafit sich wegen (33) und 

*eci.(S)nH^(S) 

(nach (14), (19) und (32)) die Rotation als stetige Fortsetzung von rot (s)nH'' (s) ^^^^^^.ren, damit auch die 
Divergenz 

div E := (Tq* rot * E . 



Mit (36) erhalten wir 
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Lemma 2.12 

Die Abbildungen 

rot : HiUS) ^ H^J-_\{S) 
div : HliS) ^ H^^-_\{S) 

sind linear und stetig. 
Lemma 2.13 

Sei (5, ri,r2) e M{M). Fur einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus t : S ^ T, e := Cr (vgl. (20)) 
und Ti := r(rj) gelten fur q= 1, - ■ ■ ,N 

i) E&Ri-^^iT) ^ t*EgR1'^^{S) 

rot T*E = T*rot E 

V ll''"*-^llfl'!(S) < c||£'||/{<,(T) 
c>0 

ii) EeDi'^'{T) T*E ee-'^Di'^'{S) 

div eT*E = eT*div E 

V \\T*E\\ls + \\diveT*E\\l_,^s < c\\E\\l,^^^ . 

c>0 

Beweis: Gilt fur ausreichend glattes $ e A''{T) 

rot T* * $ = r*rot * $ , (54) 

so auch 

div eT*$ = (TqKq * rot * *T* * $ = a-q * r*rot * $ 

= (TqKq-i * T* * *rot * $ 

= er*div $ . (55) 
Aus (19) und (22) folgen fur $ G C«+i'r=(5), e (T) und g = 1, • ■ • , iV 

e.-i(T-i)*a> e c:i^''^HT) 

< T*E, div ^ >q^s = /r*^A*div$= / ^ A (r"^)* * div $ 

= / i;A*e^-i(T-^)*div¥= / SA*div e^-i(T-^)*$ 
Jt Jt 

= - [ rot i;A*e^-i(r-^)*$ = - / rot ^ A (r^^)* * $ 
Jt Jt 

= - T*rot A = - < T*rot E, $ >g+i,s . 
is 

Da die Abschatzung aus (32) folgt, ist i) fiir alle q bewiesen. Hiermit und mit (51) erhalten wir 

E G D«'^i (T) 4^ *E€ 1 (2^) 

<^ T**E€ ii^-9.ri (5) und rot r* * = r*rot *E 

^ eT*E = Kq*T* *Ee D«'^i (5) und div eT*E = er*div E , 

wobei die letzte Behauptung aus (55) folgt und die Abschatzung in ii) impliziert. q.e.d. 

Eine besondere Bedeutung haben die Raumc Fiir Teilmengen U C seien E = e{x) G R^{U) und 
rot ^ = F = Fidx' sowie $ = E^Ii *idx* GC'^(Z7). Nach (15) gilt 

= < div $ >o,u + < F,^ >i^u 

= / e(a;)div ${x)dx + / F{x) ■ $(a;)dx , 
Ju Ju 

wobei F fiir das aus den Komponenten von F erstellte Feld und • fiir das innere Produkt in C''^ steht, $ analog. 
Der Operator div ist hier im iiblichen Sinne zu verstehen. Wir erhalten 

*D^{U) = R°{U) = Hi{U) . (56) 
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2.6 Die Raume R^^^^ und D''_^^^ 

Fiir m G (0, oo) bezeichne H'L^{S) den Dualraum von Hl^{S) und < A, $ >hi (s), A € Hi^{S), $ eHl^iS) 
die Dualitiit. Fiir diese und alle weiteren auftretendcn Dualitaten fordern wir stets Antilinearitat in der zweiten 
Komponente. Erklaren wir Rotation, Divergenz und Sternopcrator durch 



so gelten 



Wir definieren 



<rot A,$>^,+i^^^^(5) := -<A,div$>Hi^(5) fur $ G^^++\(5) (57) 
< div A, $ >H^-^^^^(s) := -<K rot $ >h^^(s) fiir $ e^^"+i(S') 

< *A,$ >^iv-,(g-, := <A,*$>^,^(s) fur $GF^-«(5') , (58) 



< *A, >^N-,(g^ = Kg < A, * * $ >^9^(5-)=< A, $ >^9^(5) 

< * * A, $ >^9^(5) = < *A,*$ >jyiy-<,(_gj= Kg < A, $ >jj9^(5) 

div A = fTg * rot * A . (59) 



R\/,{S) := {A G 7?!,/2(5) I rot A e H!+y5)} 
i5%/,(5) := {AGH!,/,(5)|divAGiJ!7;2(5)} 



i?i,,2(^) = *^^r/2(^) • (60) 



wobei rot A G H^^,^{S) bedeutet, dafi wir rot A stetig auf H'^i^{S) fortsetzen konnen. Aus (59) folgt 

,/,(5) = *i?^-; 

Fiihren wir in den Raumen R'^_i^2 ^-1/2 "^^^ Normen 

= ||A||f^, ^.9'> + ||rotA||„,- 
l/2 

-1 
1/2 



\dU,,{S) = I \M\hi,^,{S) + I |div M\Hr,%{S) 
ein, so ist die durch (60) induzierte Abbildung isometrisch. 

2.7 Approximationseigenschaften 

Dem Abschnitt 2.5 konnen wir entnehmen, dafi stets R'^'^^{S) C R'^'^^{S) erfiillt ist. In diesem Abschnitt 

wollen wir Kriterien fiir die Gleichhcit finden. Dies ist nach (49) gleichbedeutend mit der Frage, untcr welchen 
Voraussetzungen wir Formcn aus R'^'^^ (S) durch Folgen von Formen aus (S) approximicrcn konnen. 

Fiir Formcn E G R'^{U) mit supp E CC U konnen wir durch Anwendung von Molhfiern (vgl. [1, Theorem 2.1]) 

o 

die Existenz von Folgen ($„) CC^(C^) zeigen mit 

^ S in R^U) . (61) 
Daraus folgen Approximationseigenschaften weiterer Raume, wenn wir an U strengere Voraussetzungen stellen: 
Lemma 2.14 

Besitzt S die Segmenteigenschaft, so gilt 

—R^S) 



R\S)^CUS) 

Beweis: Diese Aussage konnen wir mit der gleichen Technik beweisen wie die entsprechende Aussage in den 
skalaren Sobolevraumen (siehe [1, Theorem 2.1]). q.e.d. 

Hat S Segmenteigenschaft, so folgt daraus 

i?«'^^(5) = R'^'^^iS) =R''{S) . (62) 

Wir erhalten welter: 



APPROXIMATIONSEIGENSCHAFTEN 
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Lemma 2.15 

Besitze S die Segmenteigenschaft. Seien ferner Ti c dS offen und E e R'^{S) mit dist (supp E,Ti) > 0. Dann 
gilt 

EeRi'^^iS) . 

Beweis: Wir wahlen x S C^^^(S') mit x = 1 in supp E und gemafi Lemma 2.14 eine Folge ($„) C C^{S) mit 
^n^Ein Ri{S). Aus (52) folgt 

X^n ^xE = Em WiS) 

und damit die Behauptung. q.e.d. 
Lemma 2.16 

Sei (5, ri,r2) e A4{M). Ferner existiere ein i G {1,2}, so dafi 

f\ Ri'^'iS) = Ri'^'{S) Oder f\ D^'^'{S) = D^'^'{S) 

erfiillt ist. Dann gelten fiir alle i und alle q 

i) Ri^^^{S)=R'^^^'{S) 

ii) Di'^^{S) = Di'^'{S) . 

Beweis: Gcltc R'i-^^{S) = R^'^^iS) fiir alle q. Aus E G D''''^^{S) und (51) folgt *E £ i?^-?'^! (S'), und wir 
finden eine Folge ($„) C C^-«''^i(5), die *E in R^-i{S) approximiert. Wir erhalten Kg * S C^^^(S) und 
mit (36) 

Wdiv E - div {Kg * '^n)\\q-i,s = ||rot * - rot $„||Ar_5+i,s — > 

\\E-Kg*^n\\q,S = \\*E -^ri\\N-q,S ^0 

fur rn- 00, also Di'^^ {S) = {S) fiir alle q. 

Somit gibt es zu jedem H G £)«+i'^i(5) eine Folge {Hk) C C«+i'^i(5), die in £)«+i(5) gegen H konvergiert. 
Fiir E e Ri^^^{S) folgt 

< E, div H >g,s <E, div Hk >g,s 

= - < rot E, Hk >q+i,s 
-)■ - < rot >g+i,s , 

also auch 

R^'^^iS) = R'^'^^S) 

Analog kann man die Behauptungen unter den anderen Voraussetzungen zeigen. q.e.d. 
Definition 2.17 

Gebiete (5, ri,r2), welche die Voraussetzung von Lemma 2.16 erfiillen, nennen wir D-Gebiete und schreiben 
Bemerkung 2.18 

Aus Lemma 2.13 folgt, dafi D-Gebiete durch Diffeomorphismen wieder auf D-Gebiete abgebildet werden. 
Lemma 2.19 

Seien U CR^, y eR^ und 

Vs-=Vs,v : ^ 

X I — > X + sy 

Ferner sei sq > und E e R'^{U) mit rj^E e R'^iJJ) fiir alle s G [0, sq). Dann ist die Abbildung 

[0,so) ^i?«(C/) , s^r^lE 

stetig in 0. 
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Beweis: Wegen rot r]*E = ?7*rot E geniigt es, \\E — r]lE\\qjj < e fiir s klein zu zcigcn. Da aber fiir Koordinaten 
Zi := {x + sy)i nach dem Transformationssatz r/*di;' = dx* gilt, folgt die Behauptung aus (31) und der Stetigkeit 
der Verschiebung in L2{R'^) ■ q.e.d. 

Satz 2.20 

Set {S, Fi, G ^4{M) ein S-Gebiet. Dann gelten fiir i = 1, i = 2 und alle q 

i) Ri^^'{S) = Ri'^'{S) 

ii) Di'^^{S)=b'i'^^{S) . 

Beweis: Nach Lemma 2.16 brauchen wir nur i) mit i = 1 zu zeigen. Wir benutzen (29) fur J = 2 (vgl. Bemerkung 
2.4). Es geniigt cine Form E G R'i''^^^^^^\h{S fl V)) fiir Karten {V, h) mit supp E CC C/Ar(l/3) durch Formcn 

$ aus supp $ CC Um zu approximieren. Nach Multiplikation mit C ^CooiUN): C = 1 

in Uiq{^/'i) folgt dies fiir innere Karten aus (61) und fiir interne Randkarten mit dSC\V C r2 aus Lemma 2.15, 
mit dS {^V <zTi aus Lemma 2.11 und (62). Seien nun p, y wie in (29), 7, := /i(r, fl V) und r]s := T^s-y Nach 
den Lemmata 2.19 und 2.13 gilt fiir vorgegebenes e und s klein 

UE-E\\^,^^^-^ < \ 

supp?7*£; CC [/jv(2/3)n/i(5ny) (63) 
r)lE G ii''^^-(f/^) , 

wobei 7^,s :== {n + sy) n [/^. Wcgcn dist (71, 72,**) > existiert x G C'32''(l7j^) mit 1 - x G C3;3i([/j^). Wir 
erhalten mit Lemma 2.15 

und mit (63), Lemma 2.11, und (62) 

Wir konnen also bis auf eine Genauigkeit von e/4 die Summanden (1 — x)r\*gE durch Formen aus (f^jv) 

X^*sE durch Formen aus C%o^n) approximieren. Die Multiplikation mit C (siehe oben) liefert die Behauptung. 

q.e.d. 

2.8 Kegelspitzen 

Fiir Elemente (5,71,72) G M{Sn) sei 

Cr{B) := {rm \ r e {0,R) , m e B} 
Ck(B,7i,72) := {CR{B),Cn{j,),Cnil2)) . 

Im Fallc R ~ 1 vcrzichten wir auf den Index R. 

Wir woUen die Wirkung von Rotation und Divergenz auf den Tangential- bzw. Normalenanteil von Formen auf 

Mengen Cr{B) untersuchen. Dazu zitieren wir zunachst einige Resultate aus [33]: 

Aus einer Koordinatenabbildung iV C Sn — > f/ C R^~^ erhalten wir durch die Vorschrift 

<f : V R+ X [/ c R^ 

rt I — > {r,u{t)) 

eine Koordinatenabbildung fiir V := {rt\r £ R+,t G V} CR^ := R^ \ {0}. 1st {*i(i)du\ • • • , *jv_i(t)du^-i} 
eine Orthonormalbasis fiir A^{t), so ist 

{dr, r*i(i)du\ • • • ,r*jv_i(t)du^-^} 

eine Orthonormalbasis fiir A^{rt), rt G V. Mit den kartesischen Koordinaten Xi definieren wir 

N 
n=l 
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1 — 


— > A A 


f 


A^iR^) - 


-s- A«-i(R^) 




E H- 
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Ai{R^) 




E H- 


\x\-E. 



Fiir Formen E € ^«(R^) und if e A9-i(R^) gelten dann 

EA*RH = Kg{*E)A{XAH) 

= (jqX A {*E) A H 

= fEA*H (64) 

{RT + fR)E = rn^E . (65) 

dr = m~^X fiir r{x) := 

Eine Form E G Ai{R^) zerle gen wir eindeutig gemafi 

E = dTAEf' + E^ , EP := m-^TE , E^ := m-^TRE (66) 
in ihren Tangential- und Normalenanteil. Dies induziert die surjektiven Abbildungen 

p:=p9:^«(R^) ^ 7-(R+,A«-i(Sjv)) 
r := r« : ^«(R^) ^ 7-(R+, ^«(5;v)) , 



die lokal durch (vgl. (66)) 



[pE{r)]{t) := r-(9-i) ^ c?(r, t)*/(i)dw^ 

/e5(9-l,Af-l) 

fiiri;'' = ^ cj(r,t)*7(t)du^ 

7e5(g-l,Ar-l) 

[T£;(r)](t) := r-« ^ cKr,i)*7(t)du^ 

7e5(g,iV-l) 

fiirE^ = c}{r,t)'i/i{t)du^ 

definiert sind und Rechtsinverse p := p^, f := besitzen mit 

pp = idin J-(R+,A''-i(S'Ar)) 
Tf = id in J-(R+,A«(S'jv)) 

pp + fT = idinA''(R^) 

pf = , T/5 = , pq+i = dr A fg . 

Wcitcrc Rcsultatc aus [33] konnen wir, teils aufgrund ihrer lokalcn Eigcnschaften, teils durch Multiplikation mit 
charakteristischen Funktionen, auf unsere Situation iibertragen: Fiir offene Teilmengen B C Sn und / := (0, R) 
sei C := Cj^ die Menge der Bochner-mel3baren Funktionen / G J^{I, LKB)) mit < /, / oo, wobei 

<u,v>ci ■■= / < u{r),v{r) >q^B . 

Jo 

Die Abbildungen 



P 

T 

P 
f 



Ll{Cn{B)) 

£5-1 ^ LI{Cr{B)) ^'"> 

CI lI{Cr{b)) 
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sind stetig, die letzten beiden sogar isometrisch. Die Zerlegung 

LI{Cr{B)) = ppLliCniB)) © fTLl{CR{B)) (68) 

ist orthogonal. Wir definieren 

L2,n{I) ■■= {u mefibar | := ^r^-^WI'dr < 00} 

und folgern aus dem Satz von Fubini: 
Lemma 2.21 

Konvergiert im Raum L\{B) eine Folge gegen E, so konvergiert fiir alle aus L2,n{I) die Folge (pEk in C 
gegen ipE. 

Seien Rot bzw. Div die Rotation bzw. Divergenz auf der Einheitssphare und 

M^i(r) := r*(r) , D*(r) := ^^^(r) 
fiir geniigend glattes 'i! G . Dann gelten fiir $ € C^{Z) 



pdiv $ = -M~^Div/9$ 

rdiv $ = M-(^-«)DM^-V* + M-iDivT$ 

prot $ = -M-iRotp$ + M-WMIt^ 

rrot $ = M~^RotT$ . 



(69) 



Wir erhalten: 



Lemma 2.22 

Seien R G (0,oo), / := (0,i?), (5,71,72) € M{Sn), {Z,Ti,T2) := C{B, ji,j2) und ip €C^{I). Ferner besitze 

B die Segmenteigenschaft. Dann gelten 

i) fiir H G m^^iZ) und e G R'i-^^^^{B) 

< tH, M" VRot e >£, + < pH, M"(«~^)l>M«- Ve >£,-i 

+ < rdiv H, tpe >£g-i= , (70) 

ii) fiir H e Di'^^{Z) und e G R''-^'^^{B) 

- < pH, M~ VRot e >£5-i + < pdiv H, <pe >ci-2= , (71) 

III) fiirEe Ri^^'iZ) und h G D-^+^^-i^B) 

< tE, M" VOiv h>c<, + < rrot E, iph >£,+!= , (72) 

iv) fiir E G Ri'^^iZ) und h G £)«'T2(B) 

< tE, M-(^-«-i)£)M^-9- V/i - < pE, M" VDiv h >c<,-i 

+ < prot E, iph >£<,= . (73) 

Beweis: Wegen der Stetigkeit der Abbildungen r und p geniigt es, die Aussagen fiir H G C^^{Z) und 
E G Cl^^ (Z) zu zeigen. Seien ei G C^^'T^ (B), G C^^'^^ (^) und E = pipe2 + f<pei. Wegen 

dist (supp {*H A E), dZ) > 



konnen wir unter Erhaltung der Differenzierbarkeit *H A E in UNiR) zu Null fortsetzen, und es gilt dann 
b*{*H AE)=0 fiir die Inklusion l : Sn{R) Un{R). Aus (25) und (12) folgt dann 



= / agd{*H A E) 
Jum(r) 





'UNiR) 

= < H, rot E >q^z + < div H, E >q-i^z 
= < tH, rrot E >ci + < pH, prot E >c<i-^ 

+ < rdiv H, tE >£<j-i + < pdiv pE >ci-2 ■ 
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Aus (69) folgen mit 62 = bzw. ei = die Behauptungen i) bzw. ii) im Falle glatter Formen ei und 62- 
Andernfalls betrachten wir zunachst den ersten Term in (70). Der lokalen Darstellung der Abbildung r entneh- 
men wir 

\f f\ dist (supp rff(r), 72) > c> . 

c>Ore{0,R) 

Somit existiert eine Abbildung x € C^{B) mit 

l\ X = 1 in supp TH{r) , dist (supp x, 72) > . 

Wir erhalten 

< tH, M~ VRot e >£<!=< tH, M~^ipRot xe >ci ■ 

O 

Aus Lemma 2.11 und (62) folgt, dafi wir xe in R'^^^{B) durch eine Folge aus C^^(i3) C C^^''~'^ {B) approxi- 
mieren konnen. Lemma 2.21 liefert schliefilich die Konvergenz im Raum Die anderen Terme in (70) sowie 
die Terme in (71) konnen wir genauso behandeln. 

Im Fall iii) und iv) gehen wir analog vor: Fiir h\ G C^^'^^{B), /i2 G C^^{B) und H := fiphi + /9(^/i2 erhalten 
wir 

= < tE, rdiv H >ci + < pE, pdiv H >£9-i 

+ < Trot E, tH >£,+! + < prot E, pH >ci ■ 

Setzen wir /i2 = bzw. h\ = 0, so folgen iii) bzw. iv) im Fall glatter Formen h\ und h2- Das gleiche Argument 
wie oben liefert dann die Behauptung. 

q.e.d. 

3 Die kompakte Einbettung 

Wir definieren rekursiv die Gebiete, fiir welche wir die kompakte Einbettung zeigen woUen: 
Definition 3.1 

Ein S-Gehiet (5';ri,r2) heifit Z Gebiet in M (zulassig), falls urn jedes z aus der Trennmenge 7 eine Uber- 
gangsrandkarte mit (26) existiert, so dafi das Gebiet (5*, 71, 72) mit 

S := {x (eSn \xN <0} 

7, = Sn nhir.nv) 

hiViDV) = {is I (0,l),se7i} 

ein Z-Gebiet in Sn ist. 

Ein Z-Gebiet (S',ri,r2) S MiS'i) ist der untere Halbkreis S := {a; G ^2 | 2:2 < 0} MndriUr2 = {(1, 0), (-1, 0)}. 

Hier ist die Trennmenge 7 leer. 

Aus Satz 2.20 folgt, dafi Z-Gebiete {S, Ti,T2) stets die Approximationseigenschaft Ri'^^ (5) = Ri'^' (S) erfiillen. 
Satz 3.2 

In Z-Gebieten ist fiir jede zuldssige Transformation e die Einbettung 

Ri'^'iS) n e-^D^'^'{S) ^ Ll{S) 

kompakt. 

Um diese Aussage zu bewcisen, gehen wir wic in [21] vor \md fiihren cine vollstandigc Induktion iiber die 
Raumdimension durch. Wir werden sehen (Lemma 3.9), dafi wir nach den Eigenformen des Maxwelloperators 
entwickeln konnen, sofern die Einbettung in Satz 3.2 kompakt ist. Gilt dieses Entwicklungsresultat in {N — 1)- 
dimcnsionalcn Z-Gebietcn (5,71,72) mit S := {x £ Sn \ x^ < 0}, so zeigt Lemma 3.11, dafi beschrankte 
Familien aus R'^'^^ {Z)r]m^' {Z) fiir alle i? < 1 in Ll{Zii) relativ kompakt sind, wobei (Z, Fi, r2) = C{S, 71, 72), 
Zr := Cii{S). Nachdem wir in Lemma 3.13 die kompakte Einbettung in eindimensionalen Z-Gebieten gezeigt 
haben, erhalten wir schliefilich durch Lokalisieren die Aussage fiir A''-dimensionale Z-Gebiete (Beweis von Satz 
3.2). Zunachst zitieren wir einige Hilfsmittel aus [21]: 
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Definition 3.3 

Seien H± zwei Hilbertraume mit Normen \ ■ \± und Skalarprodukten < ■, ■ 

i) Fiir zwei dicht definierte Operatoren 

A± : D{A±) cH±^H^ 

nennen wir {A+,A-) ein duales Paar in {H+,H-), falls Aj_ = Azp. 

ii) Ein duales Paar {A+,A-) hat die Kom,paktheitseigenschaft, wenn die Einbettungen D{A±) n i?(Azp) mit 
den Graphennormen nach R{Azf) mit \ -\± kompakt sind. 1st nur eine Einbettung kompakt, so hat {A+,A-) 
die partielle Kompaktheitseigenschaft. 

Lemma 3.4 

Fiir ein duales Paar (A+,j4_) in {H+,H-) und topologische Isomorphismen 

ist (rr^A+r+,T*A_(rr^)*) em duales Paar in {H+,H-). 
Lemma 3.5 

Hat das duale Paar {A^,A-) in {Hj^,HJ) die partielle Kompaktheitseigenschaft, so hat es auch die Kompakt- 
heitseigenschaft, und es gelten: 

i) R{A±) = R{A±) und H± = N{A±) © R{A^). 

ii) Es existieren Zahlen c± > mit 

/\ \x\± < c±\A±x±\^ . 

xeD{A±)nR{A^) 

Hi) Es existieren Folgen (evtl. auch endliche oder leere Folgen) (Afe) in (0,oo) und (if^) C D{A±) mit 

a) Afe — >■ 00 (im Falle einer unendlichen Folge) 

Wk I S N} ist ein vollsta.ndiges Orthonormalsystem in RiAzf) 

c) < A±ip'l: , A±u >ip= Afe < u >± fiir A; e N und u e D{A±) 

d) 'Pt=K"^A±'Pi- 

Der einfacheren Lesbarkeit wegen fiihren wir den auf funktionalanalytischen Grundlagen beruhenden Beweis. 



Beweis: Wir setzen 

D± := D{A±) , R± := R{A±) , N± := N{A±) , X±:=D±nR^ 
<x,y >x± :=< A±x, A±y >zf + < x,y >± . 

Aus Aj_ = A^ folgen die Zerlegungen 

H±=N±(BR^. (74) 

Sei die Einbettung 

X+^Rl (75) 
kompakt. Finden wir keine Konstante c+, so dafi die Abscliatzung 

/\ \x+\ < c+\A+x+\- (76) 
x+ex+ 

erfiillt ist, gibt es eine Folge {x^) C X+ mit \x^\ = 1 und A+x'^ 0. Diese enthalt wegen der kompakten 
Einbettung (75) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert x+ G Aus der Abgeschlossenheit von folgt 
G A^_|_. Wegen (74) verschwindet der Grenzwert, im Widerspruch zur Stetigkeit der Norm. 
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Dies liefert aber auch die Abgcschlossenheit von 1st (y^) C i?+ eine Folge mit Grcnzwert y_ in H_, so 
existiert o.B.d.A. eine Folge (x^) C X+ mit A^x'l^ = . Wcgen der Abschatzung (76) und der kompakten 
Einbettung (75) besitzt (a;^) cine konvcrgcnto Toilfolgc mit Grcnzwert in Die Abgcschlossenheit von 
impliziert x+ € X+ und A+x+ = Damit haben wir bis auf R- = R- die Aussagen i) und ii) im Fall 

"+" gczcigt. 

Nun zu iii): Nach ii) liefert der Satz von Lax-Milgram zu alien G R- eine eindeutige Losung x^ G von 

/\ <A+x+,A+z+>_ = <y+,z+>+ (77) 
z+ex+ 

|.i'+k+ < c\y+\+ . (78) 

Wegen = © X+ gilt (77) fiir alle z+ e £>+, und wir erhalten A+x+ G X- und A-A+X+ = y+. Der 
Losungsoperator 

L : RlcH+ — > RlcH+ 

y+ ^ x+ ' 

der y+ die Losung x+ von (77) zuordnet, ist nach (78) und Voraussetzung kompakt und erfiiUt N{L) = 0. 
Wegen 

< y+,Ly+ >+=< A_A+x+,x+ >+= € [0,cx)) 

fiir y-i- G i?_ und .t+ = L?y+ ist L sclbstadjungiert und positiv. Der Spcktralsatz liefert cine monoton wachscnde 
(evtl. auch endhche oder leere) Folge (A^) C (0, oo) und ein vollstandiges Orthonormalsystem {<f^} in i?_ mit 
Afe ^ 00 fiir A; ^ oo (im Falle einer unendlichen Folge) und Lip'^ = A^^<^^. Fiir alle G £)+ gilt 

< A+ip'l , A+U+ >_=< XkA+Lip^,A+u+ >_= Afe < ip'^,u+ >+ . 

1/2 -I- 

Wir definieren (p^ := A^ ■^+Vk ^ erhalten mit U- G -D_ 

A-^k = ArA_A+L(^+ = Af <p+ 

I '2 _|_ 

< , >+ = A^' < (/?^, >+= Afc < ,M_ >_ . 

Fiir X- G -R+, a;_ = mit o.B.d.A. a;+ G X+ gilt 

< a;_,<^fc >_=< A+a;+,<^fe >_= Aj^/^ < a;+,<p;f >+ . (79) 

Setzen wir x- := LpY,x+ := Aj ^^^tp'^, so folgt hieraus, dai3 {v?^} ein Orthonormalsystem ist. Andcrcrscits 
impliziert (79) aber auch die Vollstandigkeit (wegen der VoUstandigkeit von {^f'^} in i?_). Damit ist iii) gezeigt. 

Ist (j/^T) cine bcschranktc Folge in X_, so besitzt die Folge (x'^) mit Aj^x^ = wegen ii) und der Voraussctzimg 
eine konvergente Teilfolge, die wir wieder mit {x^) bezeichnen. Wir setzen x = x'^ — x'^ , y analog und erhalten 
mit iii) und der Schwarzschen Ungleichung 

<y,y>- = <y,A+x>- 

oo 

= ^ <y,V>n >- ■ <Vn^A+X>- 

n=l 

oo 

= ^<y^^+'pt >- ■ <'pt>x>+ 

< • \A-y\ + 

< K - <l+ • (l^-yfe 1+ + l^-yrl+) ^ • 

Dies liefert die Kompaktheit der Einbettung X- ^ R+, und analog zum Fall "+" folgen i) und ii) fur den Fall 

q.e.d. 
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Weitere Resultate aus [21] konnen wir fast direkt iibertragen: In einem Gebiet (5, ri,r2) G M{M) bilden die 
Operatoren 

rot« : Ri'^^iS) Ll+\S) 
E I — > Tot E 

E I — y 6xv E 

ein duales Paar in {L2{S),L'2^^{S)). Seien u,iJ,,e zulassige Transformationen. Bezeichnen wir mit i2,/i('^) den 
Raum L2{S), versehen mit < ■, ■ >ix,q,s'-=< M'; ' >q,s-, so sind die Abbildungen 

e : Ll{S) — . Ll{S) 

E < — > eE 

El — y E 
topologische Isomorphismen und besitzen die Adjungierten 

e* = e , = jid^aCr'^MuM ■ 

Nach Lemma 3.4 bilden 

(idiv "^ejejci , ijid,erot ^ 
(i jid,/./^-'rot 9je,id , i jid,ee-Miv «+ii^,id) \ (80) 
(irot «+Vi/x,id , i jid.Mdiv J 

duale Paarein {LlJS), Ll-\S)), {LlJS) , Ll+^\S)) bzw. (L«+^(S'), ^1+^(5')). Aus H = N{A)®R(A^ (ortho- 
gonal) fiir einen dicht definierten Operator A : H ^ H und aus e-idiv Li9+i.r2(5') c e-^D^'^^S) (nach (13)) 
folgt 

Lemma 3.6 

Es gelten die orthogonalen Zerlegungen 

Ll JS) = e-^bf ' {S) © rot i?9-i.ri (5) = r'i^-^^ (5) © e-Miv bi+'^'^^{S) 
Ll^iS) = rot i?9-i,ri (^) © (e-iL)?^^^ ^ ^,,ri ^^^^ ^ ^g+i.r^ (5) 

= ^r''^' (^) © M-'rot i?9.ri (5) = div £)9+2,r2 (^) © ^"li^^+i'^i (^) 
L«+'(5) = M-'rot i?9.ri (5) © (1)9+1'^. ^ ^-^Rl+^'^^ (5)) div ^9+2,r2 (5) . 

Lemma 3.7 

Z^ie Kompaktheitseigenschaft der dualen Paare in (80) hdngt nicht von e und jj ab. 
Beweis: Sei q beliebig. Wir betrachten die Abbildungen 



E I — y idiv eje,idE 

A_ : m-^^^-{S)cLl-\S) Ll,{S) 

E I — > iiid,erot E ' 



wobei wir sowohl hier als auch im folgenden den Index q bzw. q — 1 bei div bzw. rot wieder fortlassen wollen. 
Eine in der Graphennorm des Operators A- beschrankte Folge {Ek) C D{A-) n R{A^) ist eine Folge in 
^g-i.ri^^-) p div m^^{S), fiir die der Ausdruck 

\\Ek\\q-i,s + (< ejid.erot i;^, jid.erot Ek >e,g,s)^/^ (81) 

beschrankt ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir den Ausdruck (81) fiir e = id eine Schranke existiert. 

Damit ist die Frage, ob (Ek) eine in R{A+) = div Di'^^(S) konvergente Teilfolge besitzt, unabhangig von e. 
Lemma 3.5 hefert dann die Kompaktheitseigenschaft fiir das duale Paar. Analog konnen wir die anderen dualen 
Paare behandeln. q.e.d. 
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Lemma 3.8 

Seien e, zuldssig und 



\E\\x,, := \\E\\,,s + \\diveE\\,.,,s 



|rot E\\q+i^s ■ 



Dann sind aquivalent: 

i) Die Einbettung X ^ -^ll'^) ''■^^ kompakt. 



ii) Die Einbettungen rot Ri-'^-^^{S)ne-^D'^'^^{S) und e-^dW Di+'^-^^iS)r\m^^{S) m.it\\-\\x,q nach Ll{S) 
sind kompakt und die Dirichlet-Neumann-Felder T-U^ := Rq^^{S) fl IDq^'^{S) endlich dimensional. 

Beweis: Analog zu [21]. Ebenso: 
Lemma 3.9 

Gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.8 und sei die Einbettung X ^ L2{S) kompakt. Dann gibt es ein 
N'^ e N U {0}, ein bzgl. < e-,- >q^s bzw. < /i-,- >g+i,s vollstdndiges Orthonormalsystem {E!^,n S N} von 
e-^D^'^^{S) bzw. {H^,n> N"} von fj,-hot Ri'^^{S) sowie eine Folge > Ni} c (0,oo), w« oo mit 

fiir n<N" EI& iig'^^ [S) n e'^D'^/^ [S) 



fur n>N'i {El, HI) e {S) x £)9+i'r2 (5) 



rot El - 

div m 








(82) 



Im Falle endlicher oder leerer Orthonormalsysteme sind die Bezeichnungen entsprechend zu andem. 



Letztcrcs woUcn wir so auch ohnc wcitcrcn Kommcntar in Zukunft handhabcn. Trctcn z.B. Reihen iiber leere 
bzw. cndlichc Orthonormalsysteme auf, so sind diese durch bzw. Summon zu crsctzon. 

Wir bercitcn das folgcnde Lemma vor und erinnern an die in Abschnitt 2.8 eingefiihrtcn Bezeichnungen. Seien 
S := (5,71,72) G Md{Sn) und Z := CbXS) fiir ein R G (0,cx)). Gelte ferner fiir S, e — id, fj, = id und alle q 
die Aussage von Lemma 3.9. Wir zcrlcgcn E e R'^-^^{Z) n D'^'^^{Z) nach (68) orthogonal in _E = ppE + ttE. 
Nach Lemma 3.6 und Voraussetzung (beachte S £ A^£)(«S'jv)) konnen wir pE{r) und TE{r) in Fourierreihen 
entwickeln, so dai3 



E = pJ2<^n{r)El-' + 



^>l 



n>Ni-^ 



(83) 



n>l 



mit 



Cn{r) 



:= <TE{r),El>^^§ 



bn{r) := <pE{r).Hl-^>^_^^s 
dn{r) := <TE{r),Hl-^ >^_^ . 



(84) 



(Diese Definitionen gelten nur fiir solche n, fiir die die zweite Komponente im Skalarprodukt erklart ist; vgl. 
Lemma 3.9). Analog: 



an{r) 



<pdwE{r),El-^ >^_^ s 
<TdiY E{r),El-^ >^_, s 
<pTotEir),El s 
<Trot E{r),El+' >^^,^s 



b^{r) 



= <pdivi^(r),i?r'>,-2,s 

= <TdivE(r),Fr'>g-i,s 

= <proiE{r),Hl-^>^s 

= <TmiE{r),Hl>^^^^s 



(85) 



Wir definieren \2{p,R) als den Raum der Folgen (m„) mei3barer Funktionen mit 

e Li(0,i?) 

„ Jo 



■n.'lll2(p,. 



00 . 
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Versehen mit 



< {un),^ >hip,R) '■= r''u„{r)v„{r)dT 

r, Jo 



wird dieser zu einem Hilbertraum. Treffen wir zusatzlich die Konvention, dafi die Folgen aus I2 je nach Kontext 
bei 1 oder N'^ + 1 usw. starten (vgl. wieder Lemma 3.9), so sind die Abbildungen 



A 


h{N- 




-> 


£5-1 


(a„) 


B 


h{N- 


l,R) 




£9-1 




C 


h{N- 


l,R) 


-> 




(c«) 


D 


h{N- 


l,R) 


-> 







E„>ian(r)i?r' 1 
E„>iC„(r)i?^ 



(86) 



wohldefiniert und isometrisch. Letzteres folgt z.B. fur die Abbildung A aus 



\\Man)\\%- 



•^0 „>i 

^^1 "'0 



= a 



";lll2(JV-l,fl) • 



(87) 



Lemma 3.10 

Fiir das Gebiet S := (5,71,72) G AiDiSN), e = id, = id ztrirf alle q gelte die Aussage von Lemma 3.9. Sei 
femer (Z,ri,r2) := Cr{S) fiir ein R e {0,oo). Dann erfiiUen die Koeffizienten von E G (Z) n £)9'^=(Z) 
aus (84) und (85) (sofern definiertj 



bmir) 
(r^-'&™(r))' 

(r«c„(r))' 
(r'^dmir))' 

(r^-«a„(r))' 



-i«-2)-Va^(r) 



r^-'^d^(r) 

i«)-Vd^(r) 

r«a^(r) 

-i<-V''-^a„(r)+r«6^(r) 



C(r) 



Beweis: Fiir V eCoo(-'') gilt nach (82) und (71) 

bm{r)ip{r)dr = 



/ 



iu>^^r^-i-'^dm{r) fur m> N^-^ 
fiir m< m-^ 



< {bm.),{lp6nm) >l2(JV-l,fl) 

-i(u;r2)-i < pi?,Rot^i^-2 
-i(u;^-2)-i < pdiv E.Mi^Et^ >c.-^ 

-i«-2)-i r r''-'ra^{r)^{r)dr . 
Jo 



Analog erhalten wir mit (70) bis (73) 



I r^-^hm{r)r-^'i-^\r'i-^'il}{r)ydr = - j r^-^d^{r)^{r)dr 
Jo Jo 

r r''-^Cm{r)i^{r)dr = i«)-^ C r''-'rdl{r)ij{r)dr 
Jo Jo 

pR pR 

/ r^-^Cm{r)r-^^-'i-^\r^-'i-^il){r))'dr = - / r^-^a^{r)i){r)dr 
Jo Jo 

pR 

/ r^-^dm{r)r-^^-'i-^\r^-i-^i){r))'dr 
Jo 



pR 

-1 / r^-''r-^am{r)il){r)dr 
Jo 



DIE KOMPAKTE EINBETTUNG 



27 



-I 



6^(r)V(r)dr 



/' 

Jo 







Jo 

r 



fur m < A/"'-^ 
dm{r)i>{r)dr fiir m > A''^"^ . 



q.e.d. 



Lemma 3.11 

Fiir das Gebiet S := (S*, 71,72) G Md{Sn) und alle q gelte die Aussage von Lemma 3.9 im Falle e — id, ^ — id. 
Seien ferner (Z,ri,r2) :— C{S) und {E"^] eine beschrdnkte Familie in R'^'^^{Z) DD'^'^^^Z). Dann ist fiir alle 
R <1 die Familie {E"} in L\{Zb) relativ kompakt, wobei := 6*^(5). 

Beweis: Wcgcn der Isometrie der Abbildungcn A, B, C, D in (86) und f, p in (67) sind die Bildmengen von 
pA, ■ ■ ■ , fD abgeschlossen. Wcnn wir zeigcn, dafi fiir alle i? < 1 die Familicn {a^}, • • • , {d^} der KocfRzicnten 
von E"" aus (84) in hiN — 1, R) relativ kompakt sind, so gilt dies auch fiir deren Bilder {pA{a'^)}, • • • , {fD{d^)} 
in L\{Zfi). Aus (83) folgt dann die Behauptung. 

i) Wir betrachten zunachst die Koeffizienten 65^ und dcfinicrcn 



7 



= -N + 2q-l, 
= r^-'rf^'«(r). 



,9-2 



Dann gelten 



E 

%>N<i-^ 



ll(Wm)lll2(7,l) 
Il(/m)tll2(7,l) 

^i„.r''\uZ,{r)\''dr 



\W^)\Un-i^)<\\E"\\,,z<c 

||(C")||l,(Ar_i,i) < lldiv i?"||,-l,Z<C. 

E /'«-')-V^+>^(r)rdr 

^ .r„--2 Jo 



wobei wir Lemma 3.10 und 



< 
< 

'to.'II12(JV-1,1) 



sup {«-^)-^} f' r''-'\a^{r)\'dr 



m>Ni 
C , 



m>JV<!-2 



-1 < 



\q,Z 



(nach (87) und (67)) investiert haben. Die Abschatzung fiir folgt analog. Nach Lemma 3.10 und [32, Lemma 
8] besitzt (u^) a eine in l2(7) 1) und damit auch {b!^)a eine in l2(A'^ — 1, 1) konvergente Teilfolge. 

ii) Die Koeffizienten konnen wir mit 7 := A'' — 2g — 1, u^{r) := r'c^(r), /^(r) := r''a!^°'{r) und 





fiir 
fiir 



m<Ni 
m> Ni 



analog behandeln und gewinnen somit eine in l2(A/' — 1, 1) konvergente Teilfolge von {c!^)a- 
iii) Fiir m > N''~^ definieren wir 7 := A'' — 2g — 1, '■= f^m^ 



r%^^{r) 



<(r) := ir«-ia^(r) 



Diese erfiillen 



Il(«m)lll2(7,l) 
Il«)lll2(7+2,1) 
Il(/™)lll2(7.1) 
Il(5m)l|l2(7-2,1) 



||(C)lll2(W-l,l) 
ll('am)lll2(W-l,l) 

)l|l2(W-l,l) 
)||l2(iV-l,l) 



< c 

< c 

< c 

< c 
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Nach Lemma 3.10 gelten die Differentialgleichungen 

m'{r) = (r«C(r))' = -i..^-V«-ia«(r)+r«6^'«(r) 

r-^(r^+2i;^)'(r) = r-(^-29-i)(ir^-9a^(r))' 

= -<-V«C(r)+ir'^+ic^-"(r) 
= -^„u«(r)+g«(r) . 

Nach [32, Lemma 9] enthalt {u^)a hzw. (t'^)a fiir alle R < 1 eine in 12(7, i?) bzw. 12(7 + 2, i?) konvergente 
Teilfolge. Das gleiche gilt dann auch fur ((id — Ilf^q-i){a^))a bzw. {d^)a in l2(A'' — 1,-R), wobei 

: 12(7, ii) — > 12(7, fi) .= /«^" furn<ir 

(Wn) I > {Wn) ' "'10 sonst . 

Fiir m < A''^"-^ definieren wir ( vgl. i)) 7 := —N + 25 — 1 und 

f^^^^ .^^ I r^'-icg'-ir) fiir n < N^-' 



{ 



fiirn < 
m sonst . 



Nach [32, Lemma 8] enthalt {u!^)a, somit auch (nTvo-ia^)" ^i^^ konvergente Teilfolge. q.e.d. 
Lemma 3.12 

Die Kompaktheit der Einbettung in Satz 3.2 ist unabhdngig von e, fj, und invariant unter Diffeomorphismen. 

Beweis: Die erstc Aussagc folgt wic in [21] aus Lemma 3.8, Lemma 3.7 und einer Uberlegung, analog zu [20, 
Remark 2]. Die zweite Aussage ist dann eine Konsequenz aus der ersten und Lemma 2.13. q.e.d. 

Lemma 3.13 

In eindimensionalen Z-Gebieten (S, ri,r2) gelten R'^'^^{S) = R'^'^'^{S) und die Aussage von Satz 3.2. 

Beweis: Nach Lemma 3.12 und der Bcmcrkung 2.18 geniigt es, statt cindimensionalcr Z- Gebiete Intervalle zu 
betrachten und e = id anzunehmen. Die erste Behauptung folgt dann mit einer geeigneten Abschneidefunktion 

o 

aus den entsprechenden Aussagen fiir Hi{S) und Hi{S). Fiir die zweite Behauptung definieren wir den Raum 
yq := Ri'^i(S) n Di'^^{S). Aus (56) folgt Y°,*Y^ c Hi{S), und der Rellichsche Auswahlsatz liefcrt das 
Gewiinschte. q.e.d. 



Beweis von Satz 3.2. Es geniigt wieder e = id anzunehmen. Wir fiihren eine Induktion iiber die Raumdimension 
durch. Den Induktionsanfang entnehmen wir Lemma 3.13. Gelte der Satz fiir {N — l)-dimensionale Z-Gebiete. 

Fur eine Karte {V,h) und cine in n V^)) n D'''^^^^'^^^ {h{S D V)) beschrankte Familie 

mit kompaktem Trager in [7^^(1/3) n h{S Ci V) geniigt es nach Lemma 3.12 und (30) zu zeigen, dai3 fiir ein 

R € (1/3, 1) die Familie {E""} in LI{Un{R) n h{S nV)) relativ kompakt ist. 

Fiir inncre Kartcn folgt dies direkt aus [32]. Fiir eine Randkarte existiert nach Definition 3.1 ein Z-Gebiet 
S = (S, 71, 72) mit {U^, h{Ti n V), h{r2 H V)) = C{S). Nach Induktionsannahmc hat dieses die Eigenschaft aus 
Lemma 3.9. Wegen Bemerkung 2.18 und (5,ri,r2) S Md{M) finden wir Folgen ($^'") C C^'^^^-^(c7^) mit 

^ E'^mR'>{U]^) 
^ E^inD'^iU^) 

fiir k ^ 00. Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 3.11 erfiillt. Dies liefert schliefilich die Behauptung. 
q.e.d. 



Als Folgerung notieren wir 
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Korollar 3.14 

Sei (S',ri,r2) e Md{M). 1st die Einbettung R''-'^^{S) nD«'^=^(5') ^ Ll{S) kompakt (dies ist insbesondere in 
Z-Gebieten erfiillt), so gelten: 

i) \l A Il*ll9,s < c||div 

'=>o $e(K^'''i (S)nDi.r2 (5))n(fi^'''i (S)nDl-'^^ (S))-l 

V A ||*||,,S<c||rot$||g+i,s 

'=>o a.e(ij9.ri (s)nr>^'''2 (s))n(fl^'''i {s)nDl'^^ (S))^ 

Hi) Die Raume rot R'^{S) und div Z)5(5) smrf abgeschlossen in ^2(6'). 
Beweis: Lemma 3.5. 



4 Ein Regularitatssatz 

Satz 4.1 _ 

Seien S glatt, m € NU {0}, und e eine zuldssige Cm+iiS) Transformation (d.h. e ist zulassig und fiir alle 
Karten {V, h) urn x sind in der Matrixdarstellung (37) die Eintrage ei,j{x) aus Cm+i{S n V)). Ferner erfiille 

H €R'i{S)ne-^Di{S) 

diveH e H^\S) . 

Dann gelten H G H'^_^_j^{S) und 

\/m\ 

c>0 

Im Falle q = 1, N = 3 wurde dies in [30] bewiesen. Wir gehen einen ahnlichen Weg, konnen jedoch nicht (56) 
fiir {q — 1)- bzw. {q + 2)-Formen benutzen. Wir benotigen einige Vorbereitungen: 



Lemma 4.2 

Seien r > 0, x' := (xi, • ■ • , xn-i) und 



T : C/+(r) U^{r) 

X I > {x' , — Xat) . 



Der Spiegelungs operator 

Srot '■ -R^( 

H 

ist wohldefiniert, linear, stetig und hat die Eigenschaften 



: R^iU^ir)) R%UN{r)) 

H in U^{r) 
T*H in U^{r) 



supp H c Uj^{r') supp SrotH c J7iv(r') fiir r' <r 

y \\TOt SrotH\\g+i^UN{r) < C||r0t 



c>0 



rot b^„,H - I ^ ^+^^^ 



(88) 



Beweis: Wegen Lemma 2.14 gcniigt cs, S^^tH G R'^{UNir)) sowic (88) fiir Formen G C^{Uj^) zu zcigcn. Die 
Aussagen iibcr don Trager und die Stetigkeit folgen dann direkt. Seien U± := U^{r), Uq '■= U'^{r), U := UNir) 
und L±,Lo die Einbettungen U±,Uo — ^ U. Wir beachten, dai3 r die Orientierung verandert und berechnen fiir 

{-ly <S,^,H, div ^>q^u = [ HAL*_d*'^+ [ r*iJA4d*$ 

Ju- Ju+ 

= [ ff A (ild*$ - (r-i)*(,;d* $) 
Ju- 

= [ Ad(i.l (t-^)%; *$) . 
Ju- 
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Aus dem Satz von Stokes folgt 

< S^,,H, div $ >g,u = - I dHA{L*_*^- iT-^)*i*+ * $) 

JUo 

Wegen o — (-+ o o = verschwindet das zweite Integral, und wir erhalten 

< 5,oti?, div $ >g,[/ = -^J dHAL*_*^ + J r*dilAi;*$j 



< F,$ >g+l,U 

rot H in [/_ 
T*rot H mU+ . 



mit F := 



q.e.d. 



Auf D'i{U^{r)) konnen wir den Spiegelungsoperator mittels 

erklaren. Dieser hat dann die entsprechenden Eigenschaften. 
Lemma 4.3 

Seien TV > 3 und r > 0. Es gibt eine Konstante c > und zu jedem H S £'q(R^) mit supp H C Un{t) 
A G Hl+^{R^) mit 



diY A = H , < c\\H\\^^^N . 

O 

Beweis: Seien und yi,i = 1, - ■ ■ ,N kartesische Koordinaten. Wir setzen fiir $ = J2ieS{q,N) 

F^{x) := ^ J"o*/(a;)dx^ 

/e5(g,iV) 

:= J'o'^iivW , 

IeS{q,N) 

wobei 



die Fouricrtransformierte von ist. Wir erinnern an die Operatoren R, T und m aus (64). Nach (14) und ([27, 
Satz 10.5]) gilt 

f (rot $) = iRF^ . 
Sei nun H e -Dg(R^) mit supp C J7iv(r-). Wegen 

|J-oif/(a;)| < / \Hi{y)\dy<c\\H\\g^^. 

JUN(r) 

(vgl. [27, Satz 10.6]) sind die Komponenten von FH beschrankt. Wir definieren A := — i m~^RFH (im NuUpunkt 
sei A = 0). Aus 

AT 

\Aj{x)\ = |(|rrr2^x„dx"A Yl W{x)d^')j\ 

n=l IeSiq,N) 

< c Yl \x\-^\J'oHi{x)\ (89) 

IeS{q,N) 
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folgt, dafi A und die Transformierte F ^A in L2(R^) liegen (in einer Nullumgebung schatzen wir den Term 
\J^oHi{x)\, im Komplement den Term \x\~^ durch eine Konstante ab). Mit (64) und [27, 10.25] erhalten wir fiir 



TFH A 



FH A 

i < if, rot >g+i,R« 




und fiir $ GC^(R^) 



< F-^A,i:ot $ >„+i = - / m~^RFH A *i?Fi> 

Jr^v 

m.-'^TRFH A 



R^ 



= - <FH,F^>g^^N 
wobei wir im vorletzten Schritt (65) benutzt haben. Es folgt div F~^A = H. Mit 

(vgl. (89)) erhalten wir A := F^^A e Hf+^{R^) und die Abschatzung. q.e.d. 
Zur Vorbereitung des nachfolgenden Lemmas betrachten wir eine Teilmenge U des R^. Fiir eine Form 



$ = Y] $/dx^ e Ll{U) 

ist $ = + $P mit 



IeS{q,N) 



:= $jdx^ 

/e5(g,JV-l) 

$P := ^ $jdx^ 

/e5(9,Af),Afe/ 



eine orthogonale Zerlegung in Ll{U). 



Lemma 4.4 

Seien U C R^, e eine zuldssige Ci{U) -Transformation und H G L\{U). Liegen die Ausdriicke diH und di{eH) 
furi = l,---,N -1 sowie OnH^ und dN{eH)P in Ll{U), so gilt H G Hf{U). 
Hierbei wollen wir die Ableitungen komponentenweise verstehen. 

Beweis: Aus den Vorausetzungcn folgt H'^ G Hl{U) und somit auch 

Wir erhalten (eHPy G Hf(U). Da die auf dem " Normalenteil" agierende Einschrankung e^'^ von e punktweise 
invertierbar mit C\{U) Eintragen ist, haben wir das Lemma bewiesen. q.e.d. 



Nun zum Beweis von Satz 4.1. Wir wollen wieder lokalisieren und beschranken uns auf den schwierigeren 
Fall der Randkarten. Wir definieren U := sowie U{r) := U^{r). Fiir Zahlen r G (0, oo) sind nach [32] 

o 

und Lemma 3.5 die Raumc rot R'^{U{r)), rot R'^{U{r)) usw. abgcschlosscn. Dariibcr hinaus geltcn die Poin- 
care Abschatzungcn in Lemma 3.14 mit (ri,r2) G {(0, 9C/), (9C/, 0)}. Aus der Segmenteigenschaft folgt dann 

Ri'^^iU) = i?9'^^(J7) =R'^{U). 

Fiir eine zulassige Cm_|_i(C/)-Transformation e geniigt es zu zeigen 

H G H^+.iU) (90) 
\\^\\Hl^^{u) < c(||if||g,c/ + ||roti?||^^+i(j;) + ||diveif||^jj-i(j^)) 
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fiir 

H G !mU)ne-^D\U) 

rot H G H?;t\U) 

diveH = H^{U) 

supp H CC J7(r) fiir ein r G (0, 1) . 

Die Transformation e ist im allgemeinen nicht identisch mit e aus Satz 4.1, sondern das Produkt e^-i ■eoh~^ fiir 
die Karte {V, h). Auf die Felder (i?/)/ der Komponentenfunktionen wirkt e wie eine symmetrische gleichmafiig 
positiv definite Matrix mit Eintragen aus Cm+i{U). 

Sei zunachst N >3. Wir zeigen (90) per Induktion iiber q und to. Da der Fall q = nach (56) schon bewiesen 
ist, nehmen wir an, die Aussage gelte fiir g — 1. Sei also to = 0. Wir wollen zeigen 

d.ieH) e mU) (91) 
\\dieH\\g,u < c(||ir||g,c/ + ||diveir||g_i,[/ + ||rotir||g+i,c/) (92) 

fiir z = l,---,A^— 1, wobci wir die Ablcitung komponcntenweise vcrstchcn. Aus Symmetriegriindcn gcniigt es, 
den Fall i = 1 zu betrachten. Wir wahlen A G (0, 1) mit r + 4A < 1 und setzen Wj := U(r + jA) sowie 

Th ; R,^ — y R,^ „ I , , . 

X I — y [xi + h,X2,- ■ ■ ,xn) 

Wegen dy* = dx* fiir y* := Th,i{x) konnen wir die Koordinaten im Urbild und Zielbereich identifizieren. Somit 
ist der Ausdruck 

wohldcifinicrt, wirkt auf die Komponcntcn wic der DifFcrcnzcnquotient und tauscht mit Rotation, Sternoperator 
und Divergenz. Weiter gilt fiir alle F,G G LKU) mit Trager in W3 

\<6hF,G>,,u\ = \<F,S^hG>g,u\ 
SheF = edhF + {5he)TlF 

\\{5uc)tIF\\,,u < c\\F\\,,u. (93) 

Hierbei sei 

{6heMx):= E iShii,j{x))^j{x)dx' 

Il£S{q,N) JeS{q,N) 

fiir $(x) = J2ieS{g,N) ^i{x)dx.^ und die oben erwahnten Matrixdarstellung e von e. Wie in [1, Theorem 3.13] 
zeigt man fiir to G N 

/\ _\\ShF\\h^^_^^u) < WFWh^u)- (94) 

FeHl,(U), suppFcWs 

Die Form H erfiillt 

supp 5hH CC VFi , 
und nach [1, Theorem 3.15] und (93) geniigt es, die Abschatzung 

\<5heH,^>q^w^ I < c(||iJ||g,i7 + ||diveiI||q_i,!7 + ||rotiI||g+i,[/)||$||g,M'i 

o 

fiir alle $ GC^(VFi) zu zeigen. In U zerlegen wir gemafi Lemma 3.6 

$2 = div $2 , $2 e i:'«+i(c/) nrot E«(C/) (95) 

||*2||d<!+i((7) < c||4'||g,W'i • 
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Da alle Betti-Zahlen von U verschwinden, folgt aus [17, Satz 1, Satz 2] und Lemma 3.6 

R^{U) = rot ndiv Di{U)) . 

Nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir (vgl. Lemma 2.10) 

$1 = rot $1 , $1 ek^-^U) n div D''{U) 
mit x-Si e Hf^{U) 
IIX*l|lffpi(c/) < c\\^\\q,w^ (96) 



Die Form x^2 hat kompakten Trager in UUU%. Die NuUfortsetzung von 5ai^x$2 auf liegt in £)'+^(R^), 



fiir X eCooiUN{r + 2 A)) mit x = 1 in Wi 
und $2 := div Sii^x^2 erfiillt 

$2 = $2 in Wi 
div $2 = 0, supp $2 CC . 

Nach Lemma 4.3 existiert A e iJf+^(R^) mit 

div A = $2 



= C||div S'<ii,X*2||q,C/„ 

< c||$2||£)<!+i(!7) 

< c\Mg,w^ ■ (97) 



Es folgt 



I < 5?ieif, $ >5,w'i I = I < J^eif, rot $i + e"Miv vl | 

= I < 5heH, rot x*i + e~Miv x^ >?,!/ | 

= \<eH, 5-h{rot x^i + e'Miv x^) >9,!7 | 

< \<eH. rot (5_,,x$i >g,c/ | + | < i?, div 6-hxA >g,u \ 

+ 1 < eH, ((5_,,e-i)r*^div x^ >g,c/ | 
=: h+h+h ■ 

Den Term /a schatzcn wir mit (93) und (97) durch c||i/"||g,vyj|$||g,iyi ab. Mit $i liegt auch S-hX^i in R'^~^{U). 
Aus (94) und (96) folgern wir 

Jl < C||div eH\\g_l,w^m\g,W^ , (98) 

mit S-hXA e £)«+i(?7) und GlfiU) aus (94) und (97) 

h < c\\TOt H\\q+l^Wi\\^\\q,Wi ■ 

Damit sind (91) und (92) fiir i = 1, • • • ,iV — 1 gezeigt. Die Normalenableitungen erhalten wir wie folgt: Wir 
wissen fur i = 1, ■ • ■ , AT — 1 

dicH = ediH + {die)H e Ll{U) (99) 
-^diH = e-^{dieH-{die)H)eLl{U) ,i = l,---,N-l . (100) 

Nach (14), (15) gelten dann 

OnHi = a{N, /)((rot H)i+n - ^ I + N- j)djHi+N-j) 

eL2{U)fmN^I (101) 
{dNeH)i = a{N, I - N){{div eH)i_N - ^ <7(j, I){djeH)i_N+j) 

e L2{U) fiir iV G / . (102) 
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Aus Lemma 4.4 folgt H G Hf{U). Damit haben wir den Fall m = bewiesen. Gelte der Satz fiir m — 1. Aus 
den Voraussetzungen im Falle m folgt 

H,eH e H?^{U) (103) 
\\H\\h^{u) < c(||i?||5,c/ + ||rot + ||div eif||^^-i(j^)) 

=: CraiH) . (104) 

Fiir einen Differentialopcrator := 9™^ • • • d^j!^^^^ mit m — X^jLi^ woUen wir wic oben zeigen 

I < ShcDmH,^ >g^w, I < c{\\H\\q^u + ||div eiJ||^jj-i(y) + ||rot |lH^+i([/))||$||g,vVi 

o 

fiir alle $ GC^(W^i). Mit der gleichen Zerlegung wie zuvor erhalten wir 

I < SheDmH, $ >g^w, I < I < eD„iJ,rot (5_^x*i >q,u | 

+1 < DmH, diy S-hX^ >q,u | 
+ 1 < cDmH, {6-he-^)Tlh<iiv >q,u \ 
=: h + h + h . 

Wegen 

Dra{eH) = eDraH + r(e, H) (105) 

mit einem Ausdruck r(e, H) € Hf{U), dessen Trager in Wo liegt, und der nur Ableitungen von e bis zur Ordnung 
m und von H bis zur Ordnung m — 1 enthalt, erhalten wir 

^1 < I < Dm{eH), rot 6-hX^i >q,u \ + \< hr{e, H), rot x^i >q,u \ 
=: h,i + h,2 ■ 

Den zweiten Term schatzen wir nach (94), (96) und (104) ab durch 

Ii,2 < c\\r{e,H)\\Hi(u)\\'^\\q,Wi 

< c\\H\\H^^u)\\<^\\g^Wi 

< cCm{H)\\^\g,w^ ■ 

Aus div eH G H^iU) folgt fiir eC'^^^iU) 

< Dm{eH), rot * >g,c/ = (-1)" < eH, D^voi ^' >g,u 

= {-ir <eH,iotD^^>g,u 

= (-!)"+!< div eJf, 

= - < Dmdiv eH, * >g,c/ , 

also div DmeH = _D„idiv eH E L\{U). Wir erhalten wie in (98) 

h,i < I < -Dmdiv {eH),S-hX^i >g,u \ < c||div eH\\jj^-i^^^\\^\\g^Wi • 

Genauso verfahren wir mit l2- 

h < c||rot il||^5+i(j^j||$||g,vyi • 

Den letzten Term konnen wir wie im Fall m = behandeln und erhalten nach entsprechenden Uberlegungen 
fiir die anderen tangentialen Ableitungen mit (105) 

diD^eH e Ll{U) 
\\diDmeH\\g,U < cCm{H) 

im i=l,---,N -1. 

Um die Normalenableitungen zu untersuchen, setzen wir fiir 1 < fc < m 

^'^ := , \a,\=j , 
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wobei aj nur Tangentialkomponenten enthalt. Unter Verwendung von (103) und den Formeln (99) bis (102) 
konnen wir induktiv fiir k = l,---,m die Voraussetzungen von Lemma 4.4 (mit H'' statt H) und damit 
Hk G Hf{U) zeigen. 

Damit ist der Fall N > 3 bewiesen. In den Fallen N = 1, q beliebig und N = 2, q = oder g = 2 ist nichts 
zu zeigen. Im Fall N = 2, q = 1 liegt die Form $2 aus (95) wegen (56) in Hi{U), so dai3 wir den Bewcis ohne 
Lemma 4.3 durchfiihren konnen. q.e.d. 



Im Falle wechselnder Randbedingungen wiirde der Beweis scheitern, da die Anwendung von Sh die Randbedin- 
gungen nicht respektiert. 

5 Spursatze 

In diesem Kapitel betrachten wir Spuren und Teilspuren der Formen aus W und D^, wobei wir die folgenden 
Satze nur fiir den ersten Raum beweisen werden. Die Behauptungcn fiir den Raum D"^ sind die dualen Resultatc, 
die man mit Hilfe des Sternoperators unter Verwendung von (51), (60) und den in diesem Zusammenhang 
bewiesenen Aussagen gewinnen kann. 

5.1 Die Spursatze in i?^ und 

o 

Sei in diesem Abschnitt S glatt. Aus Satz 4.1 folgt, dai3 Formen aus R'^{S) fl D''{S) in Hf{S) liegen, und wir 
konnen auf solche die Spuroperatoren T aus Lemma 2.7 und N aus (42) anwenden. 

Nach (47) und dem Satz von Stokes gilt fiir $ G C«,(^), * G C«+i(5) und < g < TV 

< rot $, * >q+i,s + < div * >q^s = / d(^ A *"*) 

Js 



T($A**) 

las 

-L 



dS 



Mit (38) erhalten wir 

/\ /\ < rot * >g+i,s + <$,div*>g,s 
3>eHi'(S)*ejfj+i(s;) 

=<T^,N^ >q^as ■ (106) 
Dies motiviert, die Tangentialspur 'yxE G H'^^^^{dS) einer Form E G R''{S) wie folgt zu definieren 

/\ < jtE, if >H\^^(dS) ■=< rot E, Nip >q+i,s + <E, div N(p >g,s ■ (107) 
Angewandt auf Formen E G Hi{S) erfiillt diese 

/\ < JtE, (p >H-'_^^^{dS) = < TE, If >g^9s ■ 



Wir zeigen: 



Satz 5.1 

Fiir jedes E G i?*(5) liegt die Tangentialspur 'JtE in R'^_^i^{dS) und es gelten: 

i) A A < ItE, N^/ >h->_ ^ {0S)=< rot E, * >,+i,s + < E, div * >,,s 

a) /\ rot 7T-B = 7Trot E 
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in) Die Abbildung 7t : -R^(S') R''_^^^{dS) ist stetig. 
Beweis: i) Wegen (106) erfiiUen $ e C^(S) und * e Hf+^{S) 

< rot iViV* >9+i,s + < ^, div NN^ >g^s 

= < rot * >9+i,s + < div * >g,s • 
Da C«,(5) dicht in liegt, folgt die Behauptung aus (107) . 

ii),iii) Fiir E G R'^{S) erhalten wir mit (107), der Schwarzschen Ungleichung und der Stetigkeit von N 

ll7T-E||H^^^^(as) < c||i;||fl,(s) . (108) 
Daraus folgt fiir ip e H^J^idS) und eine Folgc (Ek) C Cl,(S) mit Ek ^ E in i?9(5) 

< 7T£;,div lyj >H«^^jas) ^ < 7T£^fc, div >ff9 ^^_^(a5) 

= < T£;fe,div </? >g^g5 
= - < rot TEk, (p >q+i,ds 
= - < Trot Ek, ip >q+i,ds 
= - < 7Trot Ek, ip >fjq+i^{dS) 
- < 7Trot E, ip >jf9+i^(as) , 

da rot : i?«(5) ^ i?«+i(5) stetig ist. Nach (57) und (108) gelten 

rot 7t£; = 7Trot E € H'^_\j^{dS) 
||rot 7T£;||H^+i^(as) = lllrrot < c||i;||H.(s) , (109) 

und wir erhalten Wohldefiniertheit und Stetigkeit der Abbildung 7t. q.e.d. 

o 

Wir untersuchen noch die " natiirlichen" Eigenschaften des Spuroperators: Fiir E &R'^{S) gilt 
/\ < -frE, ip ^^^(a5)=< E, div Nip >g,s + < rot E, Nip >q+i,s= . 

Andererseits zieht 'yxE = nach sich 

/\ < i;, div $ >q,s + < rot E, $ >q+i,s=< 7Ti^, N^ >H-'_^^^(dS)= , 
*ec?o+'(s) 

also 

^TE = Q^E€lf{S) . (110) 



Mit Hilfe des Sternoperators konnen wir auf D'^{S) einen Normalenspuroperator erklaren: 

'YnE := aq * jt * E . 
Die Resultate aus Satz 5.1 werden durch den Sternoperator wie folgt iibertragen: 
Satz 5.2 

Fiir jedes E e D'i{S) liegt die Normalenspur 'JnE in D'^y^{dS) und es gelten: 
i) A A < div E, $ >q-i,s + <E, rot $ >q,s=< InE, T$ >^,-i 
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ii) /\ div 7JV-E' = — 7jvdiv E 

EeDi{S) 

in) Die Abbildung 'jn ■ -D'^(5') — > D'^y^(dS) ist stetig. 

Wir woUen einen Fortsetzungsoperator R'^_^^^{dS) — >■ R'^{S) konstruieren und zeigen zunachst: 
Lemma 5.3 

Fiir ip e Hlj^idS) gelten Nip eR^+^S) sowie tip 
Beweis: Fiir * e CI+^(S) erhalten wir mit (44) und (106) 

< Nip,dW * >g+l,S + < rot Nip,"^ >q+2,S = < TNip,N^ >q+l,dS= . 

und damit die erste Behauptung. Die zweite Behauptung ist das duale Resultat. q.e.d. 
Satz 5.4 

i) Es existiert ein linearer stetiger Fortsetzungsoperator 

7t : i?li/2(55) ^ i?n5) 

mit 7t7t = id. 

ii) Es existiert ein linearer stetiger Fortsetzungsoperator 

7JV : D'r,%i9S) ^ Di{S) 

mit 'jN'jN = id. 
Beweis: i): Seien A e R\i^{dS) und (vgl.Korollar 3.14) 



y^ 



R''{S)nDi{S) 



:= y« n rot R'i-\S) = rot i?«-^(5) n D«(5) 
:= y« n div Di+\S) =^«(5) n div D"+\S) 
:= y«n RliS) n Dg(5) =R^{S) n Dg(5) , 

versehen mit < •, • > R<i{s)nDi{S)- Nach Lemma 3.6 mit Fi = dS, F2 = und KoroUar 3.14 gilt 

Y" = © © Y^ 

orthogonal in Ll{S), und nach Satz 4.1 liegen alle Raume in Hf{S). Wir betrachten das Problem (PI): Gesucht 

W G Y^+^ mit 

< div W, div $ >g+i,s=< rot A, A^* >^,+i^^gg^ fiir alle $ e Y^+^ . (Ill) 

Nach Korollar 3.14 ist die stetige Bilinearform auf der linken Seite streng koerzitiv in Y^~^^. Die rechte Seite ist 
ein antilincarcs stetiges Funktional (Satz 4.1). Nach dem Satz von Lax-Milgram konnen wir (PI) losen, und die 
Losung W erfiillt 

\\W\\d'>+2(s) < c||rot A||^,+i^(g5) . (112) 

Ebenso losen wir (P2): Gesucht Q e Y^'^'^ mit 

< div Q, div $ >g,s = < div W, $ >q+i,s + < vW, * >q+i,s 

-<X,N<S>>H^ jgs) ftr alle$eyi'^+^ (113) 
\\Q\\d,+hs) < c(||div^||,+i,s + ||A||^,^^^(as)) , (114) 
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wobei 

jij+i 

77(A) r;''+i(A) := ^ yf ^ < X,Ny]+' >H^^^^(as) 

fiir eine i|+^(5)-Orthonormalbasis | j = 1, . • . , J9+i} von 13''''^. Testen der rechten Seite von (113) mit 

liefert 

< div yf' >,+i,s + < r?(A), yf' >,+i,s - < A, Nyf^ >h^_,,,{OS) 

= < A, Ny]+^ >Hl^^^{dS) - < A, iVyf^ >i/l,/,(as) 
= 

und damit (113) fiir alle $ e Y]'+^el3'+\ Urn zu zeigen, dafi die Formel fiir alle Formen 3> G NH^^^{dS) C 
(nach Lemma 5.3) richtig ist, verbleibt es diese mit 

$ e Y^+^ , $ = div * mit o.B.d.A. * e Y^^"^ 

zu testen. Aus rot * = 0, div * = $ € Hf~^^{S) und der Randbedingung folgt * e und die Formel 

(111) impliziert 

< div VF, $ >g+i,s + < ?7(A),$ >q+i,s - < A,7V$ >H'',„(as) 

= < div W, div 5* >g+i,s - < A, iVdiv * .g^j 

— 1/2 

= < rot A, iV* > + < A, div TV* >H''_^^^(dS) 

= , (115) 

also auch (113) fiir alle 3> € NHl^^{dS). Wir sctzcn E := -div Q und erhalten rot £; = div + 7y(A) und 
= A. Die Stetigkeit des Fortsetzungsoperators folgt aus (112) und (114). 



ii) Mit 



gilt 



7iv : D'T.^idS) Di{S) 

A I > Kq *JT * X 



7jv7jvA = (Tg * 7t7t * A = A . 
Die Stetigkeit folgt aus i). q.e.d. 

5.2 Wechselnde Randbedingungen 

Sei in diesem Abschnitt <S := (5, ri,r2) G A^£)(M) glatt. Wir wollen die Tangentialspur auf einem Randstiick 
Fi wie im homogenen Fall durch Volumenintegrale beschreiben. Dazu definieren wir 

H^^'^^dS) = {(p€ H^{dS) \<p = fast uberall in Fa} , s e (0, 00) . 

Vcrschcn mit der Norm || • WhKos) ist dieser ein abgcschlossener Unterraum von H^{dS). Den Dualraum 
bezeichnen wir mit H'^^^{dS) und erklaren die Rotation fiir A G H'^y^{dS) durch 

A < "^o* ^' >H'+;-^^ (OS) := - < A> div ip >H^.r2^^as) ■ 



Ferner definieren wir 



R%{dS) := {A G H^J^J.idS) I rot A G H^_Y/^^{dS)} 



und zeigen zunachst: 



WECHSELNDE RANDBEDINGUNGEN 
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Lemma 5.5 

Fiir if e H^f^'idS) gelten Nip e 0"+'^'^^ {S)n 11"+^ (S) und Tip e i?9'i'^(5)n D^iS). 
Beweis: Sei (p e H^f^^idS). Aus (106) folgt fur * e C^^'(S) 

< Nip, rot * >q+i,s + < div TVtp, * >5,s = < 7V7V(^, >g,as 

also Nip e £>9+^''"^(5). Lemma 5.3 und der Sternoperator liefern die iibrigen Aussagen. q.e.d. 
Fiir E e R''{S) definieren wir die Tangentialspur in Fi durch 

Diese hat folgciidc Eigenschaften: 
Satz 5.6 

Fiir jedes E e R'^{S) liegt die Tangentialspur 'j^^ E in R'^y^i^'^) ^"'^ gelten: 
i) A rot = 7^'rot 

ii) Die Abbildung : R''_:^^^{dS) ist stetig. 

Hi) E € R'^'^'iS) ^j}j.'E = 0. 
Beweis: Da eine Einschrankung des Funktionals jt ist folgen i) und ii) aus Satz 5.1. 
iii) Fiir E G C^^^(S) und <p e H^f^^dS) gilt nach Lemma 5.5 

< 'yT^E,(p >^,+i,r2(gg)=< rot E,Nip >q+i,s + < E,div Nip >q,S= . 

Andererseits impliziert j^'E = fiir $ e CI+^'^^(S) N^ e Hlf^^{dS)) 

< rot £, $ >g+i,s + <E, div $ >g,s = < ItE, N^ >hi ,gg) 

— 1/2 

= <7?^S,Ar$>^,,r,^(^^) 

= . 

q.e.d. 

Entsprechende Aussagen erhalten wir fiir die Teilspur von Formen E aus D'i{S). Erklaren wir den Sternoperator 
analog zu (58) und 

7^=^ := aq*^^'*E 
D%{dS) := *R'^-;-'''''^{dS) 

so folgen die dualen Resultate: 
Satz 5.7 

Fiir jedes E G D'(6') liegt die Normalenspur J^E in D'^~^i'^^ [dS) und es gelten: 
i) A div 7^=^^ = -7^Miv E 

EeDi{S) 

ii) Die Abbildung 7J/ : £)«(5) ^ (QS") ist stetig. 

iii) E e Di'^^{S) ^ j^^E = 0. 
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Bemerkung 5.8 

Eine Konstruktion des Fortsetzungsoperators wie in Abschnitt 5.1 scheitert im Falle wechselnder Randbedingun- 
gen daran, dafi Formen aus R'^'^'^{S) riD'^'^^{S) im allgemeinen nicht in Hl{S) liegen. Diese Eigenschaft kann 
man erwarten, wenn die Randstiicke Fi und T2 senkrecht aufeinander treffen. 



6 Losungstheorie 

Seien die Bezeichnungen wie in Abschnitt 5.1 und S glatt. Nach Satz 4.1 liegen Formen aus i?*(S') n D'^{S), 
welche die elektrische oder magnetische homogene Randbedingung erfiillen, in Hl{S). Wir betrachten folgendes 
Problem: 

Gesucht ist eine Form E e R'^{S) n £l«(S') mit 



rot = F 

diY E = G 

'jtE = X 

<Ey.>^^s = ajinv j = l---Ji . 



(116) 



Lemma 6.1 

Seien F e Rl'^'^{S) und A e R\,^{dS) mit 



/2 

rot A = 7rF (117) 

<F,y>q+i,s = < \Ny >Hi^^^{dS) fur alley&Y^^^ . 



Dann existiert eine Losung E G R'i{S) fl D'i{S) von 

rot E = F 

div£; = } (118) 

^tE = A . 

Diese erfiillt 

\\E\\R.>(S)nDo(S) < c{\\\\\r''_^^^(QS) + \\F\\q+l,s) ■ 

Beweis: Wir suchen zunachst eine Form Q G Y^+'^ mit 

/\ < div Q, div $ >q,s=< A, >H^_^^^(dS) -<F,^ >g+i,s . (119) 

Nach Korollar 3.14 ist die linke Seite eine stctige strong kocrzitive Bilinearform iiber Y^~^^. Die rechte Seite ist 
ein antilineares stetiges Funktional. Die nach dem Satz von Lax-Milgram existierende Losung Q erfiillt 

IIQIb.+MS) < cm\H^_^^^ias) + n+i,s) , 

und nach Voraussetzung gilt (119) sogar fur alle $ G Y^^'^ ® Y^+'^. Fiir $ G Y^+'^ mit $ = div * und 
* G n Hl+'^{S) (vgl. Abschnitt 5.1) folgt aus Satz 5.1 und (117) 



< F, div * >q+l,S = < ItF, TV* >jj,+ l^(g5) 

= < rot A, >ff9+i (dS) 
= < A,7Vdiv * >Hl^^^{dS) , 



also auch (119) fiir alle $ G y«+i D NH^^^idS). Somit ist = div Q Losung zu (118). q.e.d. 
Lemma 6.2 

Sei G G div Di{S). Dann existiert eine Losung E G R''{S) Ci Di{S) von 

rot E = 

div E = G } (120) 

jtE = 
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Diese erfiillt 

m\D.is) < c||G|ig_i,s. 

Beweis: Nach KoroUar 3.14 konnen wir ein Z S Y2~^ finden mit 

/\ <rotZ,rot$>g,s = -<G,^>q-i,s (121) 

\\Z\\r.-^s) < c||G||,_i,s. (122) 

Wegen G e (^3*"^)"^ ist (121) auch fiir alle $ e Y^~'^ erfoUt. Fiir $ G Y^~'^ gilt die Gleichung (121) wegen der 
Voraussetzung an G. Wir folgern 

/\ < rot Z,rot $ >g,s = -<G,$>g_i,s. 

Setzen wir 

:= rot Z G rot ^-'{8) CRI{S) , (123) 

so folgt aus Cl^{S) C y«-\ (122) und (110) die Behauptung. q.e.d. 
Satz 6.3 

Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Losbarkeit von (116) sind 

F G rot Ri{S) , G G div D"{S) , A G R^^^^dS) 

und 

rot A = 7T-F 
/\ <F,y>g+i,s = < A,7Vt/ >H^^^^(g5) . 

Das Problem ist dann eindeutig losbar, und die Losung erfiillt 

J" 

\\E\\Ro,(^s)nDHS) < c{\\F\\q+i^s + ||G||g-i,s + \\M\Rl^^^{dS) + XI • 

o 

Beweis: Nach (110) hcgt die Losung dcs homogcncn Problems in Rq{S) n Dg(S'). Aus < E,yj >q,s= 0, 

j = 1, • • • , 7"^ folgt E = und damit die Eindeutigkeit. 

Seien Ei und E2 Losungen der Probleme (118) und (120). Setzen wir 



J" 

E:^Ei+E2 + < >i,s)yj 

k=l 



SO gelten rot E = F, div E = G, und wegen (123) und (110) ist die Randbedingung erfiillt. Aus 

< E, y] >g^s = <Ei, y] >g,s +{aj - < Ei, y] >g^s) = aj 

o 

folgt, dafi E das Problem lost (hier haben wir E2 G rot R'^ {S) nach (123) benutzt). 

Es verbleibt, die Notwendigkeit der Voraussetzungen zu zeigen. Dafi im Falle der Losbarkeit F G rot R'^{S) und 
G G div £)«(5) gelten miissen, ist klar. Aus Satz 5.1 folgt A G R^j^.i'^S). 

Nach Satz 5.1 ii) gilt 

rot A = rot 7t-B = 7Ti'ot E = 7t-F 

und fiiT y GRl+\S) n D^o+\S) 

<F,y >g+i,s = < rot E, y >q+i.s + < E, div y >g,s 

= <-fTE,Ny >H',_^^^(^9s) 



42 



DIE DIRICHLET - NEUMANN FEEDER 



q.e.d. 



Wir formulieren noch das duale Problem: Gesucht E € R'^{S) D D'^{S) mit 

rot = F 

div E = G 

jnE = A 

< E, -« >,,s = aj fiir j = 1 • • • J^"? . 

Das duale Resultat lautet dann: 
Satz 6.4 

Notwendige und hinreichende Bedingungen filr die Losbarkeit von (124) sind 

F G rot R^S) , G G div L»«(S') , A G D''_\]^idS) 



und 



div A — —^nG 
f\ <G,y>g-i,s = <\Ty>H,_-i ras) 

N-(g-l) 



Das Problem ist dann eindeutig losbar, und die Losung erfiiUt 

||£'IU<'(S)nr.''(S) <c(||F||g+i,s + ||G||,_i,s + ||A||j3,-i^(a5j+ ^ |q!j|) . 



jN-g 



(124) 



7 Die Dirichlet— Neumann Felder 

Satz 7.1 Sei (S', ri,r2) glatt und Fi = UfeLi-'^i.fe' ™^ "^^^^ (^i,kj^i,i) > fiir I ^ k und Fi^fe o/fen, nic/it leer 
und zusammenhangend. Ferner moge die erste Betti-Zahl von S verschwinden. Dann gilt 

dim{Rl'^'{S) n dI'^%S)) =K-1 . 



Um den Satz zu beweisen, benotigen wir zunachst einige Vorbereitungen: 
Lemma 7.2 

Aus den Voraussetzungen von Satz 7.1 folgt die Existenz offener Mengen Sk C M \ S mit Sk Ci S = Ti^k, 
k = 1, - ■ ■ ,K und dist {Sk, Si) > 0, k ^ I. Wir konnen die Mengen Sk so wdhlen, dafi die Glattheitseigenschaft 
fiir 

K 

5:=5uriu y Sk 

k=l 

erhalten bleibt und die erste Betti-Zahl von S verschwindet. 



Beweis: Nach [25, Theorem 1.1.7] oder auch [9] existiert ein Homoomorphismus n von dS x (—1, 1) auf eine in 
M offene Umgebung von dS mit 

n{x, 0) = X 

xeds 

und der Eigcnscliaft, dafi n^^^^^^^_^ bzw. J^igs^^ Diffcomorphismen auf in S bzw. M \ S offcnc Umgebungen 
von dS sind. Fiir eine Funktion h £ Cao{dS) mit Wcrtcn in [0, 1/2] und h^-^^ > 0, h^^^ = setzen wir 

Sk := {n{x,th{x)) \Q <t <l,x GTi^k} 

K 

S := \JSk 

k=l 

S := S-UFiU^. 
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Gilt dist {Sk, Si) = 0, so existieren Folgen (t„), (s„) C [0, 1], (a;„) C Fi^^ und (y„) C Fi^; mit 

dM{n{xn,tnh{xn)),n{yn,Snh{yn))) . 

Dies impliziert dM{xn,yn) — >■ 0. Wegen dist (Fi_fe,Fi^;) > fiii k ^ I miissen k und I iibereinstimmen. Ahnlich 
zeigt man SkCiS = Fi fc. Da alle Punkte aus Fi innere Punkte der Menge 5 sind, ist iS offen, und es gilt wegen 

sns=sns=0 

dS = §\s 

= {ds\ri)u{ds\ri) . 

Da S das Bild der Menge 

W := {{x,t) e Fi X R I < i < h{x)} 

unter dem Diffeomorphismus n ist, erhalten wir mit 7 := ^Fi = 9F2 

dS = n{dW) 

= n(Fi X {0}) U {n{x, h{x)) | a; G Fi} U 71(7 x {0}) 
= FiU{n(a;,/i(a;)) I a;eFi}U7 . 

Es folgt 

dS = F2 U7U {n(a;,/i(a;)) I a; G Fi} 
= {n{x,h{x)) \xedS} 

und damit die Glattheit des Randes dS. Sctzon wir 

:= {n{x, th{x)) \ -l<t<0,xe Tx,k} , 

so stellt die Abbildung 



x n- 



X fur a; ^ S^. 

n{y,{l + 2t)h{y)) fur x = n{y,th{y)),t € {-1,0) 



einen Homoomorphismus zwischen den Mengen S und S dar. Somit verschwindet auch die erste Betti-Zahl von 
S ([4, Seite 160] oder auch [10, Seite 18] in Verbindung mit [23, Seite 42]). q.e.d. 

Lemma 7.3 

Die Nullfortsetzung E einer Form E aus ^'^^{S) liegt in R'^{S). 

Beweis: Wegen F2 C M \ 5 liegen Elemente aus C^+'^{S) auch in C^^^^^{S). Somit gilt fiir E G Ri'^'{S), 
$ GC'^^(S') und die Nullfortsetzung F von rot E 

< div $ >„ A = < E, div $ >g,s 

= - < rot $ >q+i,s 
= -<F,^>^^,^s, 

also auch. E G R''{S). q.e.d. 
Lemma 7.4 

Verschwindet E G inS\S, so liegt E := in Ri'^^{S). 

Beweis: Wegen 95 = Fi U r2 und Sk C M \S gilt 

K 

Sn{M\S) = s\{Suriu[jSk) 

fe=i 

= dSr\T2nS = T2. 
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Fiir eine Form * € €^^•^''{3) folgen 

supp ^insniMXS) = 

dist (supp *n5,M\S') > 

^ o ^ 

(supp n S' ist kompakt, M \ S abgcschlosscn). Mit einer Funktion x SCqoI'S), X = 1 in supp ^ D S gelten 
X* eC'^^(S') (nach Definition ist * auf ganz M erklart) und 

< E, div * >,,s = < E, div >q^s 

= - <rot^,x*>g+i,5 
= - < rot * >g+i,s . 

Wir erhalten E G Ri'^' {S). q.e.d. 



Beweis von Satz 7.1: 

o 

Wir verwenden die Bezeichnungen aus Lemma 7.2. Fiir Punktionen €Coo(-^) ^lit = ^k,l in Si und 

dist (supp rot S*,) > (125) 

fiir alle k,l = 1,- -,K existieren nach Korollar 3.14 und dem Satz von Lax-Milgram Funktionen rjk mit 
%-*fe ei?0'ri(5) und 

/\ < rot (r^fc - 1'fe),rot $ >i,s= - < rot *fe,rot $ >i,s (126) 

(Beachte R°'^'{S) = R°'^'{S) f) D°/%S)). Wir behaupten 

{rotr^fe I fc=l,---,/f-l} (127) 

ist eine Basis von R^'^^S) n £'o'^'(S'). Aus (126) folgt sofort rot rik € dI'^^{S). Wegen 

rot rik = rot (ijk - ^k) + rot 

und (125) gilt rot r]k E rI'^^{S) (wic in Lemma 2.11 zeigt man E G R'i'^^{S) fiir Formen E G R'^{S) mit 
dist (supp i?, Fi) > 0). Um zu zeigen, daB (127) ein Erzeugendensystem ist, wahlen wir F G Rq^^ {S)r)Dl'^^ {S). 
Die NuUfortsetzung F liegt nach Lemma 7.3 in Rq{S). Da die erste Betti-Zahl von S verschwindet, existiert 
nach [17, Satz 1, Satz 2] und Korollar 3.14 eine Form G G R°{S) mit rot G = F. Aus rot G = in Sk und (56) 
folgt 

G{x) = Ck fiir x € Su ■ (128) 

Sei o.B.d.A. ck = 0. Wir definieren 

K-\ 
K-1 

H := G-^Cfe*fe. 
fe=i 

Wegen (128) verschwindet H in S\S, und wir erhalten nach Lemma 7.4 

HeR'^'^'iS) . 

In 5 gilt 

K-l K-1 

rot iJ = F - ^ c^rot ^i/^ = n - Cfcrot (*fc - %) , 

k=l k=l 

und OS folgt 

K-1 

fi = iotH+Y Cfcrot (*fc - %) G rot ii^'^^ (5) , 

k=l 
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also /U = (Lemma 3.6 und (129)). Es verbleibt, die lineare Unabhangigkeit zu zeigen. Gelte daher 



K-1 



^ aferot r]k=0 . 



k=l 



Wir setzen 

rfk 



\ Vk 



in SiUTi^i fur l = l,---,K 
in S 



im k = !,■■■, K-1. In SiU Ti,; gilt = - fjk, und aus "^k-Vk & -R"'^' (-5*) folgt "^k-flk & R°iS), also auch 
% e R'^iS) und 



Q!ferot fjk=0 . 



k=l 



Dies impliziert 



in 5*. Wegen r)fe = in S'/f mui3 die Konstante c verschwinden, und wir erhalten fiir I = 1, ■ ■ ■ , K — 1 

K-1 

= ^ akfjk = OLi in 5; . 
fe=i 

q.e.d. 

8 Eigenformen 

Um Aussagcn iibcr die Giite von Losungen der Maxwellgleichung machen zu konnen, kann man sich der Methode 
von Sarancn [24] bedienen (in Kcgclgcbieten im R^). Hierzu ist es notwendig, Eigenformen niederer Dimensionen 
zu kcnncn. Wir wollcn fiir spczicUc Kcgclgcbictc (S*, ri,r2) G A1(Af) die Orthonormalsystcmc aus Lemma 3.9. 
die wir hicr unter Beriicksichtigung der Raumdimension mit {iJ^'"^} bzw. {H^''^} bezeichnen, und die Eigenwerte 
- hier ui^^'^ - fiir e = id und = id berechnen. Dariiber hinaus untersuchen wir deren Regularitat. Dai3 wir 
nach den Eigenformen entwickeln konnen, folgt aus Lemma 3.9, wenn wir die kompakte Einbettung 

R"'^^ {S) n Di'^' (S) M- Ll{S) (130) 

und die Approximationseigenschaft (5, ri,r2) € A4d{M) zeigen konnen. 

8.1 Die halbe Kreislinie 

Wir beginnen mit dem halben Kreisrand 

K := {t{(p) I ip e (0,7r)} , 71 := t{tt) , 72 := r(0) 
mit t(w) := ( ''''^^'^ 

Aus Lemma 3.13 folgen (X,7i,72) € Md{S2) und die Kompaktheit der Einbettung in (130). Sei zunachst 
<; = 0. Aus (56) folgt, daB die Dirichlet-Neumann-Felder verschwinden, d.h. A'^'' = in der Terminologie von 
Lemma 3.9. Die Eigenformen {E,H) erfiiUen 

mtE + iojH = 
div H + iujE = 0. 

Mit der Koordinate ip := ip{x) := arc cos {x/\x\), E = e{Lp) folgt fiir * e C^'^(K), = ip{(p) mit (16) und (14) 

= < rot i?,rot * >i,if +iw < il, rot * >i,if 
= < rot i;,rot * >i,a: -iw < div If,* >o,a: 
= < rot E, rot * >i^k -w^ < E,^ >o,k 



= / e'{(p)ip'{ip)dip-oj^ e{(p)ilj{cp)d(p . 
Jo Jo 
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Die Regularitatstheorie z.B. [1, Theorem 6.2] licfert 

e G Coo(0,7r) , e"{ip)+co^e{ip) = . 

AUe Losungen dieser Differentialgleichung haben die Form 

e{ip) = acos{unp) + bsm{ojip) . (131) 

Testen wir mit * = Tpi(p)dip G Cli^^(K), V'(7r) = 1, so impliziert E e R°''^^{K) 

= < £;,div >o,K + < rot i;, * >i,if 

= / e(<^)V'(<p)d¥^+ / e'{ip)ij{^)dip = e{n) . (132) 
Jo Jo 

Wegen rot E = -iuH G D^'^^{K) gilt fiir * = V(v) e C^'^i(:^), ^'(0) = 1 

= < rot £;,rot $ >i,k + < div rot E, $ >o,k 

= / e'(¥')V''(V')d^ + / e"(v.)V(¥')d^ = -e'(0) . (133) 
Jo Jo 

Mit (131), (132), (133) und der Maxwellgleichung erhalten wir Teil i) des folgenden Satzes 
Satz 8.1 

i) Bis auf normierende Konstanten gelten 

E'/ = cos((n-l)^) 

ifi>o = -i sin((n - i)^)d^ 

ujI:^ = n - - fiirnG'N. 
n 2 •' 

ii) Fiir 9 = 1 sind die Orthonormalsystem,e leer. 

Beweis: ii) Aus (56) folgt, dai3 der Raum Dq"''^(K) nur aus der NuUabbildung besteht. q.e.d. 

8.2 Der Halbkreis 

Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 8.1 sei 

(5, Ti, Fa) = iC{K), C(7i) UKU {(-1, 0)}, (^(72)) , 
der obere Halbkreis mit Radius 1 um den Ursprung. Wir zeigen zunachst 
Lemma 8.2 

i) Es gilt die Approximationsaussage (S*, ri,r2) G Mu- 
ii) Die Einbettung i?«'^i(5) n D-^'^^iS) ^ L^(S') ist kompakt. 
Beweis: i) Fiir eine Karte (F, h) um x € S seien 



G 
W 



= h{snv) 

= h{rinv)_ } (134) 
= C/2(l/3)nG 



Es geniigt wieder, eine Form E G R'^'^^{G) mit kompaktem Trager in W durch Formen aus C^^{G) mit 
kompaktem Trager in W zu approximieren. Fiir alle a; 7^ 72 folgt dies aus (62) und Satz 2.20. Zu 72 konnen wir 
eine Karte (V, h) linden mit 

G = {a; G J72 I a;i < 0, a;2 < 0} 

fi = {xeU2\xi= 0,X2 < 0} } (135) 

h = {X€U2\X1< 0, X2=0} . 
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In {x ^ U2 \ Xi > 0, X2 < 0} setzen wir wie in Lemma 7.3 E zu Null fort, verschieben den Trager in Richtung 
(—1,0) und approximieren dort nach Lemma 2.15 durch Formen aus C^^{G). Nach Multiplikation mit einer 
geeigneten Abschneidefunktion erhalten wir (5, ri,r2) G A4d{S). 

ii) Mit den Bezeichnungen aus (134) zcigcn wir fiir eine Karte {V,h) um x und eine in i?''^i(G') fl D'^'^^{G) 
beschranktc Folgc (-E") mit supp E" CC W, dai3 dicsc cine in L^iG) konvcrgcntc Tcilfolgc bcsitzt. Fiir alio 
a; ^ 72 folgt dies aus [32] bzw. Satz 3.2. Im Falle x = 72 wahlen wir die Umgebung V mit (135). Mit der 
Abbildung r aus Lemma 4.2 gilt fXr = Ct = id (siehe (20), (24)). Wir setzen 

G := GU {x e {72 I a;i < 0,a;2 > 0} 

und zeigen fiir den (eingeschrankten) Spiegelungsoperator Srot aus Lemma 4.2 

ek{G) n Di{G) 

Die Beschranktheit folgt aus Lemma 2.13, die Aussage Srot.E'^ e D'^{G) durch Approximation in D'^{G) mit 
Formen aus C^^{G) (beachte e = id). Ebenfalls durch Approximation erhalten wir S^otE" S i?'''"(G) mit 

f := f 1 U {x e ?72 I a;i = 0,a;2 > 0} . 

Die Lemmata 2.13 und 2.11 liefern S^^.E"" &R''{G). Nach [32] besitzt eine in Ll(G), damit auch in L«(G) 
konvergente Teilfolge. q.e.d. 

Wir definieren fur I := (0, 1) 

Gi,g := {ifi e Goo((0, 1]) I V(l) = 0, M- V, M-^'-i^i^M'- V e i^2,2(/)} 
G2,g := e Goo((0, 1)) I M-^^-'i^DM^-i^, M" V e i2,2(/)} 

Diese erfuUen 
Lemma 8.3 

Fiir die Koeffizienten aus (84), (85) zu einer Form F e Ri'^^{S) D Di'^^{S) gelten 



i) fiir alle e Gi,, 



I r^-^am{r)r-('i-^\r'i-^^{r))'dr 
Jo 

R 



1 / r''-'r-'dm{rMr)dr 
Jo 



Jo 



^-^c^{r)<p{r)dr fiir m > iV'"^ 



i 



ii) fur alle tp G C2,q 

'''*r^-id™(r)r-(^-«-i)(r^-«-V(r-))'dr 


iuj?^' [ r''-'r-'arn{rMr)dr 
Jo 

i-R 

r^-^b^{r)<p{r)dr fiir m > N"'^ 





Beweis: Die beiden Aussagen konnen wir ganz analog zu Lemma 3.10 beweisen, wenn wir zeigen, dafi die 

Formcln (70) (fiir i)) und (73) (fiir ii)) auch hier Giiltigkeit haben. Dazu vergleichen wir die Randbedingungen 
an if. Beim Beweis von Lemma 2.22 ist nicht benutzt worden, dai3 ip einen positiven Abstand zur Null besitzt. 
Wir miissen lediglich garantieren, dafi die von r abhangigen Ausdriicke auf den rechten Seiten der Skalarprodukte 
so beschaffen sind, dafi wir Lemma 2.21 anwenden konnen. Dies folgt aber aus den Voraussetzungen an ip. 
Ebenfalls entnehmen wir dem Beweis, dafi die Randbedingung (p{l) = ausreichend ist. Dies liefert i). Im Fall 
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ii) iibernimmt F e R'^'^^ {S) die fehlende Randbedingung; der Deckel der Kegelspitze ist hier in Fi enthalten. 
q.e.d. 

Wir untersuchen zunachst den Fall q = 0. Wie im Abschnitt 8.1 liefert (56), dafi die Dirichlet-Neumann-Felder 
verschwinden. Seien {E,H) Losungen von (82). Mit den Resultaten aus Abschnitt 8.1 zerlegen wir gemafi (83) 



E = fJ2cnE^^'° (136) 

n>l 

H = pY,~anEl'°+fJ2dnH'n° , (137) 

n>l n>l 

wobei nach den Maxwellgleichungen die Beziehungen 

dn = -iwa„ , = -iivdn , = -ia;c„ (138) 

gelten. Wir werden zeigen, dal3 die KoefEzienten c„ e -£'2,2(0, 1) im Definitionsbereich des Abschlusses des 
Besseloperators 

DiB") := {vGL2,2{0,l)\v{r)=r''u{r) , ugC^{[0,1]) , u'{0)=u{l) = 0} 
iB"v)ir) := -v"(r) - ^ + ^w(r) mit = 0;^'° = n - i , n e N 

licgcn. Dicscr ist nach [27, Satz 27.2] im Raum i2.2(0,l) wcscntlich sclbstadjungicrt. Funktionen v € D{B^) 
erfiillen rv' G C2,i und v G Ci^i. Wir crhaltcn mit den Lemmata 3.10 mid 8.3, (138) und 6^ = 

/ r{B''v){r)cn{r)6.r: = iv'^ ( r{B''v){r)rd^{r)6.v 
Jo Jq 

= -iu-^ / r(ru'(r))'d^(r)dr + ii/-i / —v{r)rd^{r)dT 
Jo Jo 

[ r{rv'{r)ydn{r)dr + 11' [ v{r)d^{r)dv 
Jo Jo 

h 

Ii = —ioj a„(r)ri''(r)dr 
Jo 

nl _ rl 

dn{r)v{r)dT + iu) / rc^{r)v{r)dT 
} Jo 



—LOU 

h+h 



-VUJ 



= -h+uj'^ I TO(r)c„(r)dr . 

Bezeichnen wir mit die Besselfunktion der Ordnung u und mit w^'^ die positiven Nullstellen der Besselfunk- 
tion J„_i/2, so folgt aus [27, Satz 27.3] bis auf normierende Konstanten fur ein m G N entweder 



a;2 


— (, ,2,0 \2 

— y^n,m) 


Cn{r) 


= Cn,m{r) = J„-i{ujl'Xr) 


dnir) 


= 4,,n(r)=i(a;^'°„)-^<„(r) 






a.n{r) 


= an,mir) = i (w^',™)"^<„^(r) 







wobei die letzten Identitaten aus (138) und Lemma 3.10 folgen, oder a; > beliebig und 

— — dji — . 

Da nach [22, Seite 203] oder [28, Seite 485] die Besselfunktionen Jn-1/2 fur natiirliche Zahlen n keine gemein- 
samen positiven Nullstellen haben, zerfallen die Reihen in (136) und (137) in eine Komponente. 
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Im Falle q = I konnen wegen der unsymmetrischen Randbedingungen nicht die dualen Resultate benutzt werden. 
Dafi die Dirichlet-Neumann-Felder verschwinden, zeigt man analog zu Satz 7.1. Wie oben zerlegen wir 



E = p^anEl^''' + fJ2dnH^'° (139) 

n>l n>l 

H = pJ2bnHi'\ (140) 



n>l 

erhalten die Gleichungen 

= -ia;a„ , = -iuidn , = -iw6n (141) 
und betrachten den nach [27, Satz 27.4] wesentlich selbstadjungierten Besselschen Differentialoperator 

DiB") := {v e L^aiO A) \v{r)=r''u{r) , uGC^i[0,l]) , u'iO) = v' {1)^0} 



LOU 
h+h 



{B''v){r) := -v"(r)-^ + 4^^(0 mit!/ = a;i'°=n-i nGN. 
Elemente v G D{B'') erfiillen rv' G Ci^i und v G 6*2,1. Daher erhalten wir wie oben (hier mit (141) und = 0) 

[ r{B''v){r)bn{r)dT = -iv'^ [ r{B''v){r)ra^ {r)dr 
Jo Jo 

= \v~^ \ r(ru'(r))'a^(r)dr — ii/~^ / — t;(r)ra^(r)dr 
JO Jo 

/ r{rv'{r)yan{r)dic — iu / v{r)a^{r)dT 
Jo Jo 

-h 

Ii = —iLu dn{r)rv' {r)dT 
Jo 

= ULO dn{r)v{r)di + iu) / rb^{r)v{r)dv 
Jo Jo 

= -h+uj^ rv{r)b„{r)dT , 
Jo 

also bn £ D{B'^). Bczcichnen wir mit die positivcn und fiir m — >■ 00 wachsenden Nullstellen von >/^_i/2' 

so folgt aus [27, Satz 27.4], (141) und Lemma 3.10 cntweder 

, ,2 _ ,2,1 \2 

bn{r) = bn,m{r) = J„_i{u}l'^^r) 

an{r) = an,m('^) = i(w^;L)~^an,m(0 
= -a;i'°(a;2.i„)-V-i6„,„(r) 

dn{r) = dn,m{r) =i{u}l'^rny'^d^,mir) 



Oder u) > beliebig und 



bn = dn = dn = ■ 



Herr Professor Dr. Hans Volkmer, University of Wisconsin, Milwaukee/USA konnte wahrend seines Gastauf- 
enthaltes in Essen zeigen, dai3 auch die Funktionen J!^_i/2^ n € N keine gemeinsamen Nullstellen haben: Er 
ging den Weg von [22, Seite 203], wobei er investieren mui3te, dafi auch die Nullstellen der J^_i/2 transzendente 
Zahlen sind ([26, Seite 217]). Damit zerfallen auch die Reihen aus (139) und (140) in eine Komponente. 

Im Fall q = 2 folgt aus (56), dafi der Raum Dq'^^{S) und damit auch die Orthonormalsysteme verschwinden. 
Wir erhalten: 

Satz 8.4 
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EIGENFORMEN 



i) Bis auf normierende Konstanten gelten 

El'Xir, ^) = f J„_ I (a;^'°„r) cos((n - i)<p) (142) 
H'^f^ir,^) = pi(a.,f„)-i(J„_.Kf„r))'cos((n-i)^) 

- fi(n - i)(a;^.o„)-V-iJ„_i (a;^.o„r)sin((n - i)^)d<p (143) 
Ktmir,^) = -p(n-^)(w^;^)-V-V„_i(w2,^r)cos((n-^)^) 

+ f(a;2;i^)-i(J„_.(a;^;i^r))'sin((n- i)v.)dv. (144) 

Hl:l{r, <p) = -pi Jn-i{^l'!mr) sin((n - ^)<fi)dip . (145) 

ii) Fiir q = 2 sind die Orthonormalsysteme leer. 

Hi) Die Eigenwerte Lo^lf^ hzw. lo^^i sind die positiven Nullstellen der Besselfunktion J„_i/2 hzw. J'^_-yI2- 
Um die Giite der Losungen zu untersuchen, bctrachten wir zuerst mit der Polarkoordinatenabbildung 

B : (0,l)x(0,7r) — > S 

{r,(p) I — > (r cos((/?), r sin((^)) 



und / e C^{S), 9*f{r,ip) = a{r)b{ip) mit b e C^{[0,tt]) 



0*dif{r,ip) = cos((/?)a'(r)6(^) - r-i siii(^)a(r)&'(^) (146) 
B*d2f{r,ip) = sm{ip)a' {r)b{(fi) + cos{ip)a{r)b' {ip) . 

Bekannt ist, dafi / genau dann in Hi{S) liegt, wenn 

r|r/(r,(^)pdrdy) , / / r\0*dif{r,(p)\'^di dip < oo , i = 1,2 (147) 
/o ^0 Jo Jo 

gilt. Insbesondere folgt (147) aus a(r) < cr'^, a'{r) < cr"~^ im Falls v > Q. Um die Komponentenfunktionen 
beziiglich kartesischer Koordinaten zu bestimmen, berechnen wir nach (24) 

(r,<^) = 6'"^(a;) = (|a;|,arc cos (^)) 

\x\ 

(0-i)*dr = fldx^ + ^dx^ 
\x\ \x\ 



(ri)*dv. = -J^:Ldxi + ^dx2 



(6'-i)*drAd^ = jiydxVdx^. 



Im Falle q = l erhalten wir fiir F = pfr + ff^dip 



2 



{e-'rF{x) = h{x)dx' + f2{x)dx 
mitMx) := {f,o9-'){x)^^-{Uoe-'){x)^^ 

/2(x) := if,oe-')ix)P^ + iUo9-'){x)^ 

\x\ \x\ 

(r/i)(r,(^) = fr{r, ip) coa{(p) - f^{r, If) sm{^) (148) 
{9*f2){r, ip) = /r(r, (/?) sin(v3) + /^(r, ip) cos(v3) . 



Im Fall q = 2 gilt fiir F = pfr,ipdip 



(0-i)*F = /i,2(a;)dx^ Adx^ 
mit /i, 2 (a;) := (/r,<^ o 6'"^)(x) 
{d*fi,2){r,(p) = fr,^{r,'p) . 



DER HALBKREIS 
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Da im Fall q = die Komponentenfunktion nicht verandert wird, konnen wir uns nun den Ausdriicken (142) 
bis (145) zuwenden. Aus 

{JA^r))' = ^J^(a;r) - J^+i(wr)a; , a; > (149) 
\Mr)\ < r''u{r)mituGC^{[0,l]),u{r)>0 

([5, VII. 2. (24)] bzw. [27, Scitc 346]) und den Bemerkungen oben konnen wir sehliefien, dafi die die Komponen- 
tenfunktionen der Transformationen aller Ausdriicke aus (142) und (145) in Hi{S) liegen. Das gleiche gilt im 
Falle n > 2 fiir die Ausdriicke in (143) und (144). Um eine Ausloschung irregularer Anteile zu auszuschliefien, 
betraclitcn wir den Fall n = 1 in (143). Bezeichnen wir mit /,. den in der Zerlegung (149) irregularen Anteil des 
Normalenteils und mit den Tangentialteil, /i , /2 die KoefSzienten beziiglich kartesischer Koordinaten (wie 
oben), so gilt mit c := 1/2 • 

fr{r,ip) = cJji/2(a;i;^r)cos(^<^) 
fv{r,<^) = -ciji/2(wi;^r)sin(^(^) . 
Aus (148) und den Additionstheoremen folgt 

{6*h){r,^) = cJji/2(a;i;^r)cos(-^V') 
und aus (146) (bis auf regulare Terme) 

T / 2,0 \ , T (• 2,0 \ 

•^1/2(^1' r) l^i/2(wi' r) 1 
e*d,h{r,v) - c{- ^/^y-- ^ )cos(y)cos(--y) 

, 1 ^1/2(^1,^0 . , . . , ^ 
2^ ^^'^^'^^ sin(--i^)) 

T C 2,0 \ 

l-. -^l/2('^l,m0 4 . 

= —^c eos(-^) 

• (- 2,0 \ 

.^sin{uj{ r) 1 
= cr ' cos(-(^) , 



wobei wir 



-^1/2(0 



cr 



1/2 



sin(r) 



r 



nach [5, VII, (25)] benutzt haben. Da hiermit die Bedingung (147) verletzt ist, liegen die Transformationen der 
if^'^ nicht in H\{S). Analog verfahren wir mit (144) und erhalten: 

Satz 8.5 

Bis auf H^'^ und E^']^, m S N liegen die Komponentenfunktionen der Transformationen aller Ausdriicke aus 
(142) bis (145) in Hi\S). 



52 



Danksagung 

Ich bedanke mich bei Herrn Professor Dr. Norbert Week und Herrn Professor Dr. Kar 1- Josef Witsch fiir zahlreiche 
Diskussionen und die Betreuung meiner Dissertation. 



LITERATURVERZEICHNIS 



53 



Literatur 

Agmon, S., Lectures on elliptic boundary value problems, Van Nostrand, New York, London, Toronto (1965). 

Alonso, A. und Valli, A., Some Remarks on the Characterization of the Space of Tangential Traces of 
H{rot;D,) and the Construction of an Extension Operator, Manuscripta Math. 89, 159 178 (1996). 

Bishop, R.L. und Goldberg, S. I., Tensor Analysis on Manifolds, Dover, New York (1968). 

Chilhngworth, D.R.J. , Differential topology with a view to applications. Pitman Publishing, London, San 

Francisco, Melbourne (1976). 

Courant, R., Hilbert, D., Methoden der Mathematischen Physik I, Springer, Berlin, Heidelberg, New York 
(1924). 

Duff, G. F. D., Differential Forms in Manifolds with boundary, Ann. of Math., 56, 115-127 (1952). 

Duff, G. F. D., Spencer, D. C., Harmonic Tensors on Riemannian Manifolds with Boundary, Ann. of. 
Math., 56, 128-156 (1952). 

Georgescu, V., Some Boundary Value Problems for Differential Forms on Compact Riemannian Manifolds, 
Ann. Mat. Pura AppL, 122, 159-198 (1979). 

Hirsch, M.W., Differential Topology, Graduate Texts in Mathematics 33, Springer Verlag, New York (1976). 
Hu, S., Homotopy Theorie, Academic Press, New York, London (1959). 
Janich, K., Vektor analysis. Springer, Berlin, Heidelberg, New York (1992). 

Kress, R., Ein kombiniertes Dirichlet-Neumannsches Randwertproblem bei harmonischen Vektorfeldem, 
Arch. Rational Mech. Anal., 42, 40-49 (1971). 

Kress, R., Potentialtheoretische Randwertprobleme bei Tensorfeldem beliebiger Dimensionen und beliebigen 
Ranges, Arch. Rational Mech. Anal., 47, 59-80 (1972). 

Leis, R., Initial Boundary Value Problems in Mathematical Physics, Teubner, Stuttgart (1986). 
Martensen, E., Potentialtheorie, B. G. Teubner Stuttgart (1968). 

Paquet, L., Problemes mixtes pour le systeme de Maxwell, Ann. Fac. Sci. Toulouse Math., 4, 103-141 (1982). 
Picard, R., Zur Theorie der harmonischen Differentialformen, Manuscr. Math. 27, 31-45 (1979). 

Picard, R., On the boundary value problems of electro and magneto statics, Proc. R. Soc. Edinburgh, 92A, 

165-174 (1982). 

Picard, R., Ein Hodge-Satz fiir Mannigfaltigkeiten mit nicht-glattem Rand, Math. Meth. in the Appl. Sci. 
5, 153-161 (1983). 

Picard, R., An Elementary Proof for a Compact Imbedding Result in Ceneralized Electromagnetic Theory, 
Math. Z. 187, 151-164 (1994). 

Picard, R., Week, N., Witsch, K.J., Time-Harmonic Maxwell Equations in the Exterior of Perfectly Con- 
ducting, Irregular Obstacles, eingereicht bei SIAM J. Math. Anal. (1999). 

Porter, M. B., On the Roots of the Hypergeometric and Bessel's Function, Amer. Journal of Math., 20, 193 
- 214 (1898). 

Rosenberg, S., The Laplacian on a Riemannian Manifold, Cambridge University Press (1997). 

Saranen, J., Ubcr das Vcrhaltcn der Losungcn der Maxwellschen Randwertaufgabe in Gebieten mit Kegel- 
spitzcn, Math. Mcth. Appl. Sci., 2, 235-250 (1980). 

Schwarz, G., Hodge Decomposition - A Method For Solving Boundary Value Problems, Lecture Notes Math., 
Vol. 1607, Springer Berlin (1995). 

Shidlovskii, A. B., Transcendental Numbers, Walter de Gruyter, Berhn, New York (1989). 
Triebel, H., Hdhere Analysis, Harri Deutsch, Thun und Frankfurt am Main (1972). 



54 LITERATURVERZEICHNIS 

[28] Watson, G. N., A Treatise On The Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press (1922). 

[29] Weber, C, A local compactness theorem for Maxwell's equations, Math. Meth. Appl. Sci. 2, 12-25 (1980). 

[30] Weber, C, Regularity Theorems for Maxwell's Equations, Math. Meth. in the Appl. Sci. 3, 523-536 (1981). 

[31] Week, N., Fine Losungstheorie filr die Maxwellschen Gleichungen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten 
mit nicht glattem Rand, Habilitationsschrift, Universitat Bonn (1972). 

[32] Week, N., Maxwell's Boundary Value Problem on Riemannian Manifolds with Nonsmooth Boundaries, J. 
Math. Anal. Appl., 46, 410-437 (1974). 

[33] Week, N. und Witseh, K.J., Generalized Spherical Harmonics and Exterior Differentiation in Weighted 
Sobolev Spaces, Math. Meth. Appl. Sci., 17, 1017-1043 (1994). 

[34] Wentzig, S., Eigenwerte des Maxwelloperators im wesentlichen Spektrum, Dissertation, Essen (1995). 

[35] Weyl, H., Die natiirlichen Randwertaufgaben im Aufienraum fiir Strahlungsf elder beliebiger Dimension und 
beliebigen Ranges, Math. Z., 56, 105-119 (1952). 

[36] Witseh, K.J., A Remark on a Compactness Result in Electromagnetic Theory, Math. Meth. Appl. Sci., 16, 
123-129 (1993). 

[37] Wloka, J., Partielle Differentialgleichungen, Teubner, Stuttgart (1982). 



SYMBOLVERZEICHNIS 



55 



Symbole 



l«'-l/2(S)' 



* 

A 



CC 
■ \\h,..{S) 



II • llLp(S) 
■|± 

< ■ >L2{S) 

< ■, ■ >g,S 
< •) • >R<!{S)j< •) ■ >Di{S) 

< • >R9(S)nD9(S) 
< '' ' 

< •, •>£<' 

<->± 

< • >n,q,S 
< •, • >h{p,R) 

In 

In 
It 

7t 
5 

Vs 



Kq, Kq 

P 
P 

a{I) 

T 
f 

T* 

an 
A* 

bn 







25 






25 




Cm{S) 


5 


5 




6 


5 






4 




5 


4 




6 


4 




12 


4 


Cfl(5),C,i(5,7i,72) 


18 


9 


d 


6 


16 




20 






5 


4 








25 


22 
4 




25 


iU 
1 

io 
13 


Div 


20 




12 
13 


16 


D''{S),b%S) 


13 


19 




13 


22 




13 


24 




16 


26 




39 


36 
39 


D{f) 


4 


D-Gebiet 


17 


37 






35 


div 


12) 


Div 


20 


39 


dx' 




5 


37 


dx 


5 


6 




25 


5 






7 


J" 


4 


" it 


19 


17 




4 


5 




9 


7 






19 


(S) 


10 


19 


H"'^^ (dS) 


38 


4 


H" (S) 


16 


5 




QQ 
00 


19 


HI 




19 


T' 
1 


A 


6 




4 


6 


\T\ T n T -i- n 
1'-' ~ J)-' + J 




25 


J 


/I 


25 


J 


00 


4 


h{p,R) 


25 


5 


Lp{S) 


4 


25 


L2AI) 


20 


25 


Ll{S) 


10 



SYMBOLVERZEICHNIS 



LIJS) 24 

m 18 

M 20 

M 8 

Md 17 

N 12 

Af"? 25 

N 12 

^ 18 

(5') 12 

^'^'^1(5') 13 

13 

13 

^'{S),Rl^^'{S) 13 

i?l^/2(5) 16 

-R!.'[/2(5'5) 38 

rot 12//, 14, 16 

Rot 20 

S{q,N) 4 

5,ot 29 

S'd.v 30 

S-Gebiet 8 

T 11 

f 11 

f 18 

TM^ 5 

Up--'iR) 8 

5 

a 9 

X 18 

?y; 38 

r^r/ 37 

Z-Gebiet 21 



